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Einleitung. 

Gegenüber  der  in  der  Kinematik  üblichen  geometrisch-syn- 
thetischen Betrachtungsweise  ist  in  den  letzten  Jahren  unter  anderen 
von  M.  Krause  und  seinen  Schülern  eine  rein  analytische  Methode 
— beruhend  auf  den  Formeln  für  die  Koordinatentransformation  — 
mit  Erfolg  benutzt  worden.  Diese  rein  analytische  Methode  ist 
auch  in  der  vorliegenden  Arbeit  zur  Anwendung  gelangt. 

Die  vorliegende  Arbeit  geht  aus  von  Resultaten,  die  Th.  Hart- 
mann  in  seiner  im  mathematischen  Seminar  von  M.  Krause  an- 
gefertigten Dissertation1)  bei  der  Untersuchung  der  Evoluten  der 
Einhüllenden  von  Systemgeraden  bei  der  Bewegung  eines  ebenen 
ähnlich  veränderlichen  Systems  gefunden  hat.  Hartmann  be- 
trachtet alle  Systemgeraden,  die  einem  Strahlbüschel,  das  auch 
ein  Parallelstrahlbüschel  sein  kann,  angehören. 

Im  ersten  Paragraphen  der  folgenden  Arbeit  werden,  abge- 
sehen von  einigen  neu  hinzugetretenen  Bemerkungen,  die  schon 
von  Hartmann  gefundenen  Resultate  auf  neuem  Wege  und  zwar 
mit  Hilfe  von  polaren  Linienkoordinaten  wieder  abgeleitet.  Im 
folgenden  werden  die  polaren  Linienkoordinaten  benutzt,  um  die 
vorhandenen  Resultate  nach  zwei  Seiten  hin  wesentlich  zu  ver- 
allgemeinern. Einerseits  werden  die  Evoluten  der  Einhüllenden 
aller  Systemgeraden  betrachtet,  die  einen  Kreis,  einen  Kegelschnitt 
und  schließlich  eine  beliebige  Systemkurve  umhüllen.  Anderer- 
seits werden  die  Evoluten  der  Einhüllenden  aller  Systemkurven 
untersucht,  die  augenblicklich  im  Berührungspunkt  mit  ihren  Ein- 
hüllenden eine  (m  + 2)punktig  berührende  Tangente  besitzen. 

Die  Theorie  der  Einhüllenden  der  Systemgeraden  gestattet 
uns,  wie  im  weiteren  gezeigt  wird,  in  einfacher  Weise  von  jedem 
Bahnpunkt  P0  eine  Reihe  von  Punkten  Pn,n  = 1,2,3,...  abzu- 
leiten. Die  Verwandtschaft  des  n- ten  so  abgeleiteten  Punktsystems 
und  des  Systems  der  Bahnpunkte,  sowie  diejenige  des  w-ten  und 

*)  Th.  Hartmann,  Zur  Theorie  der  Momentanbewegung  eines  ebenen 
ähnlich  veränderlichen  Systems  (Diss.,  Rostock  1912). 
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(w-f-m)-ten  abgeleiteten  Punktsystems  wird  untersucht  und  als 
gleichsinnige  Ähnlichkeit  erwiesen.  Im  Anschluß  hieran  werden 
einige  spezielle  Fragestellungen  erledigt.  Nachdem  auf  die  ähnlich 
verwandten  Punktsysteme  S(H£)  hingewiesen  worden  ist,  die  bei  Um- 
kehrung der  Bewegung  auftreten,  wird  gezeigt,  daß  man  den  abge- 
leiteten Punkten  Pn  ähnlich  veränderliche  Systeme  zuordnen  kann. 

Darauf  wird  die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  Pn- Bahnen 
und  der  augenblicklichen  Lage  der  Punkte  Pn,  die  von  ein  und 
demselben  Systempunkt  P0  abgeleitet  sind,  untersucht.  Für  den 
Fall,  daß  der  Drehwinkel  des  beweglichen  Systems  gleich  der  Zeit 
ist,  zeigen  sich  besonders  einfache  analytische  und  geometrische 
Beziehungen  zwischen  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
eines  Punktes  Pn  und  der  Lage  der  von  diesem  Punkte  Pn  ab- 
geleiteten Punkte  Pn+ 1 und  Pn+2- 

Im  folgenden  werden  spezielle  Lagen  der  von  einem  Punkt 
Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m  ins  Auge  gefaßt.  Es  werden  die 
Bewegungen  untersucht,  bei  welchen  in  jedem  Augenblick  sämt- 
liche von  einem  Punkt  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m,  m — 0, 1,  2 . . 
nach  dem  Modul  x auf  ^-Parallelen  verteilt  liegen,  und  ferner 
diejenigen,  bei  welchen  in  jedem  Augenblick  die  von  einem 
Punkt  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m,  m — 0, 1,  2, . . . so  angeordnet 
sind,  daß  Pn+m  Pn+m+x  senkrecht  steht  auf  Pn+m+i  Pn+m+x+i, 
m = 0, 1,  2, . . . Zu  besonders  einfachen  Resultaten  führt  in  beiden 
Fällen  der  Wert  x = 1. 

Der  letzte  Paragraph  ist  der  Untersuchung  des  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  mit  dem  Streckungsfaktor  f=  c1  sin  t + c2  cos  t 
gewidmet,  für  den  Fall,  daß  es  einen  Systempunkt  P0  gibt,  dessen 
sämtliche  abgeleiteten  Punkte  Pn  in  jedem  Augenblick  mit  P0 
auf  einer  Geraden  liegen. 


§ 1- 

Die  Einhüllenden  eines  Systemstrahlbüschels. 

Ein  ebenes  ähnlich  veränderliches  System  geht  während  einer 
Bewegung  in  einer  festen  Ebene  in  verschiedene  Zustände,  die 
Phasen  des  Systems,  über. 

Legen  wir  in  der  bewegten  Ebene  ein  Koordinatensystem 
£,  rj  zugrunde,  so  hat  ein  beliebiger  Punkt  £,  rj  des  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  in  bezug  auf  das  £,  ^-System  die  Koordinaten : 

vMvm, 

wobei  f(t)  eine  Funktion  des  Drehwinkels  t bedeutet. 

Das  vom  Anfangspunkt  des  ähnlich  veränderlichen  Systems 
auf  eine  beliebige  Systemgerade  gefällte  Lot  p hat  in  jeder  Phase 
die  LäDge:  K=Vm- 

Der  Winkel,  den  dieses  Lot  mit  der  |-Achse  bildet,  hat  einen 
konstanten  Wert,  der  mit  co  bezeichnet  werden  möge. 

In  der  festen  Ebene  fixieren  wir  ein  Koordinatensystem  x,  y. 
Die  als  Funktionen  des  Drehwinkels  t gedachten  Koordinaten 
des  Anfangspunktes  des  bewegten  Systems  in  bezug  auf  das 
x,  ^/-System  seien  a,  b.  Dann  ist  die  Entfernung  einer  System- 
geraden vom  Anfangspunkt  des  x,  ^/-Systems  in  der  Phase  t: 

(1)  r — a cos  d + b sin  ft-^-p  • f(t), 

w°bei  giU:  # = t + co. 

Bei  veränderlichem  t stellt  uns  Gleichung  (1)  die  Gleichung  der 
Einhüllenden  der  Systemgeraden  p,  co  in  Weinmeisterschen1) 
polaren  Linienkoordinaten  dar. 

Ist  r = die  Gleichung  einer  beliebigen  Kurve  in  polaren 
Linienkoordinaten,  so  lautet  die  Gleichung  der  w-ten  Evolute  dieser 
Kurve,  nachdem  eine  Achsendrehung  um  stattgefunden  hat: 

(2)  rn  = fW(p). 


Carl,  Biss.  (Jena  1911),  S.  17. 
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Die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Berührungspunktes  der 
Tangente  mit  der  Kurve  sind: 

(3)  x — r cos#  — sin#,  y = r sin  # -f-  ttt  cos  #. 

v 7 (L  i r CLfr 

Die  n- te  Evolute  der  Einhüllenden  der  Systemgeraden  p,  a>  bat 
mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (.2)  die  Gleichung: 


(4) 


dn(a  cos#)  cP  (fr  sin#)  dnf(t) 
I -.  m I P 


de-7 


dy 


dy 


Da  ft  — t + co  und  cd  konstant  ist,  so  können  wir  auch  schreiben: 


(4  a)  rn  = un  cos  # + vn  sin  ft  yp  fW  ( t ), 

wobei  gesetzt  ist: 


(5) 


(f-a  : d»-.1; 

Un r ; 

W dtn  1 dtn~: 


* dt 


n—  2 


dnb 

dtn  U 1 


n — 1 


m — 2 


dt7 


dt 7 


wenn  w,,  usw.  die  Binomialkoeffizienten  bedeuten. 

Die  Koordinaten  der  w-ten  Krümmungsmittelpunkte  unserer 
Einhüllenden  sind  unter  Berücksichtigung  von  (3)  in  bezug  auf 
das  Achsensystem,  welches  gegen  das  x,  y- System  um  den  Winkel 


gedreht  ist: 

x = un  (t)  cos  # — f(n+1'>  (t)  sin  #) 

(du  dvn  \ 

-Urcos^  + ir sin  *)  sin#> 

y = vn-{-p  (fW  (t)  sin  ft  + (t)  cos  ft) 

(dun  dv..  \ 

+ VdT  cos  ^ ~dT  s^n  cos 

Wir  betrachten  jetzt  die  Einhüllenden  eines  Parallelstrahlbüschels. 
In  der  beliebigen  Phase  t ist  für  die  einzelnen  Geraden  einer 
Parallelenschar  in  den  Gleichungen  (6)  nur  p als  veränderlich 
anzusehen.  Es  folgt  daher  ohne  weiteres  der  von  Hartmann 
angeführte 

Satz:  D ie  w-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  Enve- 
loppen  paralleler  Geraden  liegen  momentan  auf  einer 
Geraden. 

Durch  Elimination  von  p ergibt  sich  aus  (6): 


x—  un+(u‘nc,os  # -f  v^sin  &)  sin  # y —vn  — (u'n cos  & + v'n  sin  cos  # 

f ^ (t)  cos  & — ( t ) sin  & f ( t ) sin  # + f(n+1 > ( t ) cos  # 

oder: 

sin  &[x  fW  (t)  + y (t) —fW  ( t)(un — v'n)  - vnfn+ *>  ©] 

' + cos  d\xf,n+l>(t)  — yfln>(t)  + fln>(t)(vn  + iin)- uHf>n+v>(t)]  = 0. 
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Für  verschiedene  Parallelenscharen  ändert  sich  in  irgend  einer 
Phase  o)  und  somit  auch  t-\-co  = ,d'.  Für  jedes  oo  ist  jedoch  die 
Gleichung  (7)  erfüllt  für  das  Wertepaar  x,  y,  welches  sich  aus: 

xf^(t)  + 2/p+1)(0-p)(QK-<)-^p+l)(Q  = 0, 
xf(n+V(t)-yfW(t)  + FnKt)(vn+<)-Unf(n+1){t)  = 0 

ergibt,  d.  h.  für: 

__  /,(w+i)(-  </*(w) + rn+i)un) + (fW)2(un-v'n) 

Xn  + (f(n+ 1))2  ? 


_ f{n+1Hf(n+Vvn—f^v'n)  + (f(nY(vn  + un ) 

Wir  finden  somit  den  von  Hartmann  aufgestellten 

Satz:  Die  zu  jeder  Phase  der  Bewegung  gehörigen 
geraden  Linien,  auf  denen  die  w-ten  Krümmungsmittel- 
punkte der  Enveloppen  der  Geraden  von  Parallelen- 
scharen liegen,  gehen  sämtlich  durch  ein  und  denselben 
Punkt 

Die  Koordinaten  des  Punktes  können  auch  in  die  Form 
gebracht  werden : 


(8) 


x =u  f«(t)  + 

n n / I,  ) [f(*)(f)]»+[f(n+l)(/)]*  ’ 


yn  = vn  + f(-n)(t) 


/■<»)(«) 

[/■(»)  (i)]2+ [/■(«+ 1)((J]2  • 


Diese  Koordinaten  beziehen  sich  auf  das  Achsenkreuz,  welches  * 

gegen  dasjenige  der  festen  Ebene  um  gedreht  worden  ist. 

In  bezug  auf  das  x,  ^/-System  haben  die  Koordinaten  des  Punktes 

$)3n  dieselbe  Form.  Nur  ist  dann  unter  un,  vn  zu  verstehen: 

db  d2a  . dH  . 

un  — a % dt  n.2  dtß  +w3  ifZ  + 


= b + n1 


da 

dt 


d2b 


dt 2 


n0 


dBa 


dt 3 


wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  die  Transformation 
durchführt  und  bedenkt,  daß  nm=nu—m  ist. 

Die  Größen  un,  vn  sind  die  Koordinaten  des  (n—  l)-ten  Bück- 
kehrpoles1)  des  als  starr  betrachteten  bewegten  Systems.  Wir 
wollen  diesen  Punkt  kurz  den  Punkt  Wn  nennen.  Es  sei: 

/■«(<)  = o,  also  f{t)  = Altn-1  + A2tn~i  + ...+An^1t  + An. 


*)  M.  Krause,  Zur  Theorie  der  unveränderlichen  Systeme.  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  III.  Reihe,  XVI.  Heft  1. 
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In  diesem  Falle  fällt  dauernd  mit  Wn  zusammen,  da  die 

Gleichungen  (8)  für  f^n){t)  = 0 ergeben: 

%n  — l — Mn — l Vn  — l ==  Vn  — 1 ==  Vn  — l “H  un  — l — Vw 

Ist  fW(t)  = 0,  so  lauten  nach  (6)  die  Koordinaten  der  m-ten 
Krümmungsmittelpunkte  der  Einhüllenden  einer  Systemgeraden 
für  m^n. 

. x — um— {u‘m  cos  ^ + 4 sin  ft)  sin  ft, 

^ y = vm-\-  ( u‘m  cos  + 4 sin  ft)  cos  ft. 

Für  m}>n  haben  also  in  diesem  Fall  die  Einhüllenden  einer 
Parallelenscbar  in  jedem  Augenblick  nur  einen  m-ten  Krümmungs- 
mittelpunkt. Aus  (9)  folgt1),  daß  die  m-ten  Krümmungsmittel- 
punkte der  Einhüllenden  aller  Systemgeraden  auf  einem  Kreis 
liegen,  der  über  Wm  als  Durchmesser  beschrieben  ist.  Die 

Tangenten  der  m-ten  Evoluten  gehen  alle  durch  Wm,  wie  aus  (4a) 
hervorgeht,  wenn  f(n)(t)  = 0,  m}in  ist. 

Wir  erhalten  den 

Satz:  Ist  der  Streckungsfaktor  f(t)  — A^— 1 + A2tn~2 
-f- . . . + An—xt 4-  An,  so  liegen  für  m^n  die  Punkte  der 
m-ten  Evoluten,  welche  in  jedem  Augenblick  zu  den 
Berührungspunkten  der  Einhüllenden  mit  den  ent- 
sprechenden Geraden  gehören,  auf  einem  Kreis.  Die 
Tangenten,  die  in  den  genannten  Punkten  an  die  m-ten 
Evoluten  gelegt  werden  können,  gehen  alle  durch  einen 
Punkt. 

Wir  fassen  jetzt  die  Einhüllenden  der  Geraden  eines  Strahl- 
büschels ins  Auge. 

Zwischen  den  Koordinaten  p,  co  aller  Geraden  eines  Büschels 
mit  dem  Träger  T(m,  mj  besteht  die  Beziehung: 
p = E cos  ( a—co ), 

wenn 

m = R cos  a,  ml  — B sin  a 

ist.  Nach  (4a)  lautet  die  Gleichung  der 
n-ten  Evolute  der  Einhüllenden  der  Ge- 
raden co  unseres  Strahlbüschels:  Fig.  1. 

(10)  rn  = un  cos  ft  + vn  sin  ft R cos  (a—co)  fw(t). 

Da  t-\-co  — ft  ist,  kann  die  Gleichung  (10)  geschrieben  werden: 
rn  = un  (cos  t cos  co  — sin  t sin  co)  -j-  vn  (sin  t cos  co  -+■  cos  t sin  co) 

+ RfW  (t)  (cos  co  cos  a -f  sin  co  sin  a). 


l)  Carl,  Diss.,  S.  19. 
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Die  Gleichung  der  Tangente  der  w-ten  Evolute  lautet  in  recht- 
winkligen Koordinaten: 

x cos  ft  + y sin  ft  — rn  — 0. 

Sie  läßt  sich  in  die  Form  bringen: 
cos  oj[(x— un)  cos  t-\-(y—vn)  sin  t — 

sin  co[— (x—  un)  sin  t -f-  (; y—vn ) cos  t — (£)]  = 0. 

Diese  Gleichung  ist  für  jeden  Wert  von  co  erfüllt  für  das  Werte- 
paar x,  y,  welches  sich  ergibt  aus: 

x cos  < -J-  2/  sin  t—  [un  cos  t -J-  vn  sin  t + m f&>  (/)]  — 0, 

— x sin  t-\-y  cos  t-\-  \un  sin  t — vn  cos  t — ml  f^n\t)]  = 0, 
d.  h.  für: 


x — un  4-  fW  (t)  (m  cos  t-~m1  sin  t)  ~ un  -f-  Rf{n)  (t)  cos  (t  -f  a), 
y = vn  + fW  (t)  (m  sin  t + ml  cos  t)  = vn  + RfW  (t)  sin  ( t + a). 
Die  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  gehen  also  in  jedem  Augen- 
blick alle  durch  einen  Punkt.  Die  Koordinaten  dieses  Punktes 
sind  auf  das  Achsenkreuz  bezogen,  welches  gegen  dasjenige  der 
festen  Ebene  um  n • gedreht  ist.  In  bezug  auf  das  x,  ^/-System 
hat  der  gefundene  Punkt  die  Koordinaten: 


(n») 


x = un  + f^(t) 
y=  vn+fn\t) 


m cos 


m sin 


+ sin  + 

(t + n y)  + cos  (t+n+J 


wenn  un,  vn  die  Bedeutung  haben: 


d b d2a 


7 . da  d2b 

^ = 6 + wi Kt~n*-dP 


wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  die  Transformation 
durchführt  und  bedenkt,  daß  nm  = nn—m  ist. 

Da  a-co  = a — (ft  — t)  = a-\- 1 — ft  ist,  folgt  aus  (10): 


/ 12 s rn  = un  cos  ft  + vn  sin  ft 

-f  Rfw  ( t ) [cos  (t  + a)  cos  ft  + sin  ( t + a)  sin  ft]. 

Aus  der  Gleichung  (10)  findet  man  ferner: 

(1.3)  = Tn  = (u^  + Vn)  cos  ft  + (Vn~un)  sin  ft+Rf^n+1\t)  cos  (a-co). 

dt 

Den  Gleichungen  (12)  und  (13)  wollen  wir  die  Form  geben: 
rn=  [ un+Rf(n)(t ) cos  (£+a)]  cos  ft  + \vn  + Rf^(t)  sin  (f+a)]  sin  ft, 

(13a)  rn=~  [un+Rf^(t)  cos  (t+a)]  cos  ft  + -jjj  \vn+ Rf^  (t)  sin  (t+a)]  sin# 
— [un+RfW(t)  cos  (t+a)]  sin  ft + [vn+Rf^(t)  sin  (t+a)]  cos  ft. 
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Daß  (13  a)  nur  eine  identische  Umformung  von  (13)  ist,  ist  leicht 
einzusehen.  Als  rechtwinklige  Koordinaten  der  Berührungspunkte 
der  Tangenten  der  w-ten  Evoluten  mit  denselben  erhalten  wir 
mit  Rücksicht  auf  (3): 


x 


(14) 


A ( dÄn 

-An  \~dT 


cos  #4- 


dB, 

dt 


sin  sin  ft, 


y = Bn  -f-  (~dfn  cos  ft  4-  -dy  n-  sin  cos  ft, 

\ dt  dt  ) 

wobei  gesetzt  ist: 

(14a)  An  = un-{-RfW(t)  cos  (£+a),  Bn  = vn  + Rf^{t)  sin  (£  + a). 
Es  folgt1): 

(15)  ( X-Any+{y-Bny 


dt 


dt 


Die  w-ten  Krümmungsmittelpunkte  liegen  also  alle  auf  einem 
Kreis,  der  durch  den  Punkt  Pn  (. An , Bn)  geht.  Mittelpunkts- 
koordinaten des  Kreises  sind: 


(16) 


X Ayi 


1 dBn 
~2  dt  ’ 


y — Bn  4 


X d 
¥ dt 


Die  Gleichung  der  (w-j-l)-ten  Evolute,  bezogen  auf  dasselbe 
Achsensystem  wie  die  n-te  Evolute,  lautet: 


11+1  - Un- -^)  cos  + (ßn+  d-M 


sodaß  wir  die  Beziehung  finden: 


(17)  An+1  = An jf-,  Bn+1  = Bn  + ^f. 

Aus  (15),  (16)  und  (17)  erkennt  mau  sofort,  daß  der  Kreis  über 
der  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn(An,  Bn)  und  Pn+1(An+1,  Bn+1) 
als  Durchmesser  beschrieben  ist. 

Wir  gelangen  zu  dem  von  Hartmann  aufgestellten 
Satz:  Betrachten  wir  alle  Systemgeraden  durch  einen 
Punkt,  so  liegen  in  jedem  Augenblick  die  Punkte  der 
n- ten  Evoluten,  die  zu  den  Berührungspunkten  der  Ein- 
hüllenden mit  den  entsprechenden  Geraden  gehören, 
auf  einem  Kreis.  Die  Tangenten,  die  in  den  genannten 
Punkten  an  die  n- ten  Evoluten  gelegt  werden  können, 
gehen  alle  durch  den  Punkt  Pn(An,  Bn). 

Die  Koordinaten  der  n-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  Ein- 
hüllenden der  Geraden  des  Strahlbüschels,  dessen  Träger  der 


J)  Carl,  Diss.,  S.  19. 
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Anfangspunkt  des  ähnlich  veränderlichen  Systems  ist,  lauten  mit 
Rücksicht  auf  (14)  und  (14a),  da  jetzt  R = 0 ist: 
x — un  — (u'n  cos  ft  -f-  Vn  sin  ft)  sin  ft, 
y = vn  + {Un  cos  # + Vn  sin  ft)  COS  ft. 

Hieraus  erhalten  wir1): 

(*  - Un)1  + {y  — Vny  = K (y  - Vn)  — Vn  (x  - Un). 

Das  ist  die  Gleichung  des  w-ten  Rückkehrkreises  des  als  starr 
angesehenen  bewegten  Systems.  Die  Tangenten,  die  in  den  be- 
trachteten Punkten  an  die  w-ten  Evoluten  gelegt  werden  können, 
gehen  durch  den  Punkt  Wn(un,  vn),  den  ( n — l)-ten  Rückkehrpol 
des  als  starr  gedachten  bewegten  Systems.  Es  ergibt  sich  der 
Satz:  Die  Rückkehrkreise  und  -Pole  des  bewegten 
starren  Systemes  sind  identisch  mit  den  soeben  defi- 
nierten Kreisen  und  Punkten  des  ähnlich  veränderlichen 
Systems,  welche  zum  Strahlbüschel  mit  dem  Anfangs- 
punkt als  Träger  gehören. 

§ 2- 

Die  Einhüllenden  der  Geraden,  die  einen  Systemkreis  umhüllen. 

Die  Koordinaten  p,  co  aller  Geraden,  welche  den  Kreis  mit 
dem  Radius  p und  den  Mittelpunktskoordinateu  m = R cos  a, 
m1  = R sin  a umhüllen,  genügen  der  Gleichung: 

(1)  p = -f-  g -f-  R cos  (co  — a)  = -f-  q -f-  m cos  co  -j-  m1  sin  co. 


Die  Gleichung  der  n- ten  Evolute  der  Einhüllenden  einer  System- 
geraden  p — -[-  g -j-  R cos  (co  — a),  co  ist: 

rn  = un  cos  ft  + vn  sin  ft  + f (t)  [+  Q + R cos  (co  — a)] 
oder: 

rn  = un  (cos  t cos  co  — sin  t sin  co)  + vn  (sin  t cos  co  -f-  cos  t sin  co) 

+ f^n)  (ß)  [zt  Q + (cos  cos  a + sin  co  sin  a)] 


*)  Carl,  Diss.,  S.  19. 


oder: 

(2) 
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rn  = cos  co  [un  cos  t + vn  sin  t + mf^n){t)\ 

-f  sin  co  [vncos  t— unsmt-\-m1  fin\t)\Agf^n\t). 
Bedenken  wir,  daß  ft  = t-\-co , co  = ft  — t ist,  so  können  wir  die 
Gleichung  (2)  in  die  Form  bringen: 
rn  = cos  ft  [un  + Bf (w)  cos  (t  + a)] 

^ 4 sin  ft  [vn  + Bf^  (t)  sin  (t  + a)]  + gfW  (t) . 

Ist  t konstant  und  co  also  auch  ft  = t-\-co  variabel,  so  stellt  die 

Gleichung  (3)  einen  Kreis  dar.  Die  Gleichung  ist  auf  die  Achse 

bezogen,  welche  gegen  die  feste  a?-Achse  um  n gedreht  ist. 

£ 

Die  Tangenten  der  betrachteten  n- ten  Evoluten  umhüllen  einen  Kreis. 
Die  Mittelpunktskoordinaten  sind: 

M=un- f-  BfW  (t)  cos  {l-\-  a)  = un-\-  ( t ) (m  cos  t — ml  sin  t), 

^ N~=  vn  Bf(n)  ( t ) sin  (t  4-  a)  = vn  4~  f{n)  (f)  (w  sin  t + cos  t). 

Der  Radius  ist:  g \ fW (t) | . 

Beachten  wir  noch  (14  a)  des  § 1,  so  gelangen  wir  zu  dem 
Satz:  Betrachten  wir  alle  Systemgeraden,  welche 

einen  Kreis  (m,mvg)  umhüllen,  so  umhüllen  die  Tangenten 
der  n- ten  Evoluten  ihrer  Einhüllenden  in  den  Punkten, 
die  zu  den  Berührungspunkten  der  Einhüllenden  mit 
den  entsprechenden  Geraden  gehören,  ihrerseits  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  gf^\t)\  sein  Mittelpunkt  fällt  mit 
dem  Punkt  Pn  zusammen,  der  zum  Systemstrahlbüschel 
gehört,  dessen  Träger  der  Mittelpunkt  des  System- 
kreises ist. 

Wird  in  (1)  die  Größe  g als  veränderlicher  Parameter  an- 
gesehen, so  stellt  die  Gleichung  (1)  eine  Schar  konzentrischer 
Kreise  dar.  Dasselbe  gilt  dann  von  der  Gleichung  (3),  sodaß 
wir  finden: 

Betrachten  wir  allemal  sämtliche  Systemgeraden,  welche  je 
einen  Kreis  einer  Schar  konzentrischer  Kreise  umhüllen,  so  um- 
hüllen die  entsprechenden  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  ihrer 
Einhüllenden  in  jedem  Augenblick  je  einen  Kreis  einer  Schar 

konzentrischer  Kreise. 

A.B 

Ist  -g-  = AL  = LB  = c,  sind  p0,  q0  die  Koordinaten  von  £, 
und  sind  m,  m1  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  eines  beliebigen 
Kreises,  der  AB  als  Sehne  faßt,  ist  ferner  g der  Radius  dieses 
Kreises,  so  gilt: 

(m  - p0y + (m1  - + c2 = e2. 


17 


Ist  ferner  cp  der  Winkel,  den  die  Gerade,  auf  welcher  die  Mittel- 
punkte aller  Kreise  durch  die  Punkte  A und  B liegen,  mit  der 
a>Achse  bildet,  so  besteht: 


t g<P 


*n—p0 


sin  (p 
cos  tp  * 


Aus  den  angegebenen  Beziehungen  folgt  die  weitere: 

{m  p0 )2  , 2 2 

cos  ® cp  ~ Q ’ 

sodaß  wir  finden: 

m —p0  + cos  cp  ]/q2  — c2,  m,  — + sin  q o |/p2  — c2. 

Die  Gleichung  unseres  Systemkreisbüschels  lautet  somit  mit 
Rücksicht  auf  (1): 

(5)  p=(p0-{-  cos  <P  y?2  — c2)  cos  co  -f  [q0  + sin  cp  ]/g 2—  c2)  sin  co  + p, 
wobei  p als  veränderlicher  Parameter  anzusehen  ist. 


Die  Punkte  A und  B können  reell  oder  konjugiert  imaginär 
sein.  In  ersten  Fall  ist  c reell,  im  zweiten  ist  c rein  imaginär. 

Nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  umhüllen  die  Tangenten 
der  w-ten  Evoluten  der  Einhüllenden  der  Systemgeraden,  die 
einen  Kreis  q des  Kreisbüschels  (5)  umhüllen,  ein  Gebilde  mit 
der  Gleichung: 

rn = cos  ft  (un+fW  [( Po  + cos  cp  | — c2)  cos  t—  (g0  + sin  99  ]/p 2-  c2)  sin  t] ) 

+ sin  ft{vn+f{n)[[Po  + cos  qp  Vp2 - c2)  sin  t+(q0  + sin  qp  Vp2-c2)  cos*])  ±gf{'n') 
oder: 

(ß)  Tn  = C0S  ^ ( Un  + f(n)  (Po  cos  sin  *)  + cos  (*  + <P)  Ve2  ~ c2/*(w)) 

+ sin  ft  [vn  + fW (p0  sin  t + q0  cos  + sin  (t+<p)  ^ q 2 — c2/*(n))  ±gf^n\ 
Wenn  p wieder  ein  veränderlicher  Parameter  ist,  so  stellt  die 
Gleichung  (6)  ein  Kreisbüschel  dar. 

Carl. 
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Die  Länge  der  gemeinsamen  Sehne  dieses  Kreisbüschels  ist: 
2 Die  Mittelpunktskoordinaten  der  gemeinsamen  Sehne  sind: 
X0  = un  + f&>  (p0  cos  t — q0  sin  t), 
y0  = vn  + f&>(p0  sin  t + q0  cos  t), 

bezogen  auf  das  Achsenkreuz,  welches  gegen  das  x,  ^/-System 
um  den  Winkel  n~  gedreht  ist. 

Die  Gerade,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  der  Kreise  des 
Büschels  liegen,  hat  die  Richtungskonstante  tg^-f-q?),  also  in 

bezug  auf  die  #-Achse  tg  + 99  Die  Gerade,  auf  welcher 

die  Mittelpunkte  der  Kreise  des  Systembüschels  liegen,  hat  in 
bezug  auf  die  x -Achse  die  Richtungstangente  tg(£  + 9?)-  Es 
sind  daher  die  beiden  genannten  Geraden  parallel  oder  senkrecht 
zu  einander,  je  nachdem  ob  n gerade  oder  ungerade  ist.  Ähnliches 
gilt  von  den  gemeinsamen  Sehnen  beider  Büschel. 

Wir  erhalten  daher  den 

Satz:  Betrachten  wir  sämtliche  Systemgeraden,  die 
je  einen  Kreis  eines  Kreisbüschels  umhüllen,  so  um- 
hüllen die  entsprechenden  Tangenten  der  w-ten  Evoluten 
der  Einhüllenden  der  Systemgeraden,  die  in  Punkten 
konstruiert  sind,  welche  zu  den  Berührungspunkten  der 
betreffenden  Geraden  mit  ihren  Einhüllenden  gehören, 
in  jedem  Augenblick  ihrerseits  je  einen  Kreis  eines 
Kreisbüschels. 

§ 3. 

Die  Einhüllenden  der  Geraden,  die  einen  Systemkegelschnitt 

umhüllen. 

Der  Kegelschnitt  sei  erstens  eine  Ellipse  oder  Hyperbel. 

Die  Koordinaten  p,  cd  aller  Geraden,  die  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  m,  m1  und  n , nx  und  der  kleinen 
bez.  imaginären  Halbachse  b0  umhüllen,  genügen  der  Gleichung: 
(1)  (m  cos  cd  + ml  sin  a>—p)(n  cos  cd  -\-nx  sin  cd — p)  = b-Ql 

da  ja  das  Produkt  der  Lote,  die  von  beiden  Brennpunkten  der 
Ellipse  bez.  Hyperbel  auf  eine  beliebige  Tangente  gefällt  werden 
können,  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  bez.  imaginären  Halb- 
achse ist. 

Die  Gleichung  (1),  die,  je  nachdem  ob  b0  reell  oder  imaginär 
ist,  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  darstellt,  kann  geschrieben  werden : 


19 


p2—p  [{m  + n)  cos  co  ff-  ( ml  ff-  n t)  sin  co]  ff-  mn  cos2  oj 
ff-  (mn1  -\-ml  ri)  sin  co  cos  co  ff-  m1nl  sin2co  — b\  = 0. 

Hieraus  bestimmt  sich  p nach  einigen  leichten  Umformungen  in 
der  Form: 

(2)  p = h cos  co  + & sin  co  ff-]/e2  cos2  (co  — a)  — b* , 
wobei 

h = ±(M  + n),  k = ±(M1-j-nJ) 

die  Mittelpunktskoordinaten  des  betreffenden  Kegelschnitts  sind,  und 
e cos  a = y (m— n),  e sin  a = y n^),  e>0 

gesetzt  ist,  sodaß  e die  lineare  Exzentrizität,  tga  der  Richtungs- 
faktor der  großen  bez.  reellen  Achse  des  Kegelschnittes  ist. 

Infolge  der  früheren  Betrachtungen  erkennen  wir,  daß  in 
jedem  Augenblick  die  Tangenten  der  w-ten  Evoluten  der  Ein- 
hüllenden der  Systemgeraden,  die  den  Kegelschnitt  (2)  umhüllen, 
ihrerseits  ein  Gebilde  mit  der  Gleichung  umhüllen: 

rn  = un  cos  ft  ff-  vn  sin  ft  ff-  hfW  cos  co  ff-  Tcf^  sin  co 
ff-  ]/e2  cos2  (co  — a)  — b\ . 

Als  variabel  ist  wieder  co  anzusehen.  Da  a>  = ft—t  ist,  geht 
unsere  Gleichung  über  in: 

(3)  rn  = II cos  ft  ff-  K sin  ft  ff-  j/j E2  cos2  [ft-(t-\-  a)\~Bl, 


(4) 


wenn 

H=un-\-  f(n)  ( t ) ( h cos  t—  h sin  t),  K = vn-\-  f{n)  (t)  ( h sin  t -ff  1c  cos  t) 
E=e\f^(t)\,  B0  = b0\fM(t)\ 

ist.  Als  Veränderliche  ist  ft  anzusehen.  Die  Gleichung  (3)  stellt 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  dar,  je  nachdem  ob  B0  reell  oder 
imaginär  ist. 

Bedenken  wir,  daß  die  große  bez.  reelle  Achse  des  System- 
kegelschnittes in  der  Phase  t in  bezug  auf  die  #-Achse  die 
Richtungskonstante  tg  (t  ff-  a)  hat,  so  können  wir  uns  leicht  den 
Satz  zurechtlegen : 

Betrachten  wir  alle  Systemgeraden,  die  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  umhüllen,  so  umhüllen  in  jedem  Augen- 
blick die  entsprechenden  Tangenten  der  w-ten  Evoluten 
der  Einhüllenden  der  betrachteten  Systemgeraden  eine 
ähnliche  Ellipse  bez.  Hyp erbel,  deren  Achsen  zu  den  ent- 
sprechenden Achsen  der  System- E llipse  bez.  -Hyperbel 
parallel  oder  senkrecht  sind,  je  nachdem  ob  n gerade 
oder  ungerade  ist. 


2* 
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Die  Mittelpunktskoordinaten  H , K und  die  Achsen  des 
Kegelschnittes  sind  nach  (4)  bekannt. 

Lassen  wir  b0  im  Gebiete  der  reellen  und  rein  imaginären 
Größen  veränderlich  sein,  so  gilt  dasselbe  für  B0.  Dann  stellen 
die  Gleichungen  (2)  und  (3)  je  eine  Schar  konfokaler  Ellipsen 
und  Hyperbeln  dar.  Wir  finden  den 

Satz:  Betrachten  wir  sämtliche  Systemgeraden,  die 
je  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  einer  Schar  konfokaler 
Ellipsen  und  Hyperbeln  umhüllen,  so  umhüllen  in  jedem 
Augenblick  die  entsprechenden  Tangenten  der  n- ten 
Evoluten  der  betrachteten  Systemgeraden  je  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  einer  Schar  konfokaler  Ellipsen  und 
Hyperbeln. 

Ist  der  umhüllte  Systemkegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
so  ist  auch  der  von  den  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  umhüllte 
Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  ja  die  beiden  Kegel- 
schnitte ähnlich  sind. 

Der  Kegelschnitt  sei  zweitens  eine  Parabel. 

Die  Koordinaten  p,  co  aller  Geraden,  welche  eine  Parabel 
mit  dem  Brennpunkt  (m,  mj,  dem  Parameter  p0  und  der  Achsen- 
richtung a einhüllen,  befriedigen  die  Gleichung: 

(5)  p = m cos  co  -j-  mv  sinco  — ^Po  sec  (co  — a), 

da  ja  der  Ort  der  Fußpunkte  der  Lote,  die  vom  Brennpunkt 
der  Parabel  auf  die  Tangenten  gefällt  werden  können,  die  Scheitel- 
tangente ist. 

Betrachten  wir  nun  alle  Systemgeraden,  welche  die  Parabel  (5) 
umhüllen,  so  umhüllen  die  Tangenten  der  w-ten  Evoluten  der 
Enveloppen  der  betrachteten  Systemgeraden  in  jedem  Augenblick 
ein  Gebilde,  dessen  Gleichung  nach  dem  früheren  die  Gestalt  hat: 

rn==un  cos  sin  $-| cos  co-\ -m1  sin  <jo—jp0  sec  (co  — a)]. 

Da  d'  — t-\-co  ist,  können  wir  hierfür  schreiben: 

(6)  rn  = M cos  # + sin  #—  sec  [#— (£  + a)], 

wobei  M und  die  Bedeutung  haben: 

M=un  + f^t)(m  cos  t—  m1  sin  t), 

Mx=vn-\-  f{n)  (t)  (m  sin  t + ml  cos  t). 

Als  Veränderliche  in  (6)  ist  d anzusehen. 
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Da  die  Achse  der  Systemparabel  in  der  Phase  t mit  der  x- Achse 
den  Winkel  t-\-a  einschließt,  gelangen  wir  zu  dem 

Satz:  Betrachten  wir  alle  Systemgeraden,  welche  eine 
Systemparabel  umhüllen, so  umhüllen  die  entsprechenden 
Tangenten  der  n- ten  Evoluten  der  Einhüllenden  der 
betrachteten  Geraden  in  jedem  Augenblick  ebenfalls 
eine  Parabel,  deren  Achse  zu  derjenigen  der  System- 
parabel parallel  oder  senkrecht  ist,  je  nachdem  ob  n 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Der  Parameter  dieser  Parabel  ist:  p0  \ fW (t)  1 Die  Ko- 
ordinaten M,  M1  des  Brennpunktes  derselben  haben  die  Werte  (7). 

Wir  weisen  noch  darauf  hin,  daß  nach  (11)  und  (14a)  des 
§ 1 der  Mittelpunkt  der  von  den  Tangenten  der  n- ten  Evoluten 
umhüllten  Ellipse  oder  Hyperbel  bez.  der  Brennpunkt  der  von 
den  genannten  Tangenten  umhüllten  Parabel  zusammenfällt  mit 
dem  Punkt  Pni  der  zum  Systemstrahlbüschel  gehört,  dessen  Träger 
der  Mittelpunkt  bez.  der  Brennpunkt  der  System-Ellipse  oder 
-Hyperbel  bez.  der  Systemparabel  ist. 

• § 4. 

Die  Einhüllenden  der  Geraden,  die  eine  beliebige  System- 
kurve umhüllen. 

Die  betrachteten  Geraden  mögen  die  Systemkurve  mit  der 
Gleichung: 

(1)  p = F(a>) 

umhüllen.  Die  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  der  Einhüllenden 
der  betrachteten  Geraden,  die  zu  den  jeweiligen  Berührungs- 
punkten der  Einhüllenden  mit  den  betreffenden  Geraden  gehören, 
umhüllen  dann  in  jedem  Augenblick  nach  dem  früheren  ein  Ge- 
bilde mit  der  Gleichung: 

rn  = un  cos  ft  -j-  vn  sin  ft  + /‘(n)  (f)  F(pj), 
wobei  ft  = t-\-co  ist  und  cd  als  veränderlich  anzusehen  ist,  oder: 
rn  — (un  cos  t + vn  sin  t)  cos  cd  + (vn  cos  t—  un  sin  t)  sin  cd 

+ P*Kt)F(a>). 

Zu  der  Geraden  p,  cd  gehört  als  entsprechende  Tangente  der 
n- ten  Evolute  ihrer  Einhüllenden  die  Gerade  rn,  t-\-cD  bezogen  auf 
das  System,  welches  gegen  das  x,  ^/-System  um  den  Winkel  n^r 
gedreht  ist.  Beziehen  wir  die  Koordinaten  der  letzteren  auf  das 
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System,  welches  gegen  das  x,  y- System  um  den  Winkel  t-fwy 
gedreht  ist,  so  sind  rn,  co  die  Koordinaten  der  betreffenden  Geraden. 
A = un  cos  t vn  sin  t,  B = vn  cos  t— un  sin  t 

sind  die  Koordinaten  des  Punktes  Wn  in  dem  zuletzt  gewählten 
Koordinatensystem.  Die  Gleichung  des  umhüllten  Gebildes  ist 
somit  in  diesem  System: 

(3)  rn  = A cos  co  fl-  B sin  co  fl-  f^n)  (t)  F(co). 

Verschieben  wir  noch  unser  Achsensystem  parallel  mit  sich  bis 
zum  Punkte  Wn,  so  erhalten  wir 

gn  — rn— A cos  oo  — B sin  co, 

d.  h. 

(4)  Qn  = fW(t)-F((o). 

Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  werden  ähnliche  Kurven  dar- 
gestellt. Die  Geraden  g(p , co)  und  gn(Qn,  oo)  entsprechen  sich  in 
doppeltem  Sinne.  Erstens  ist  gn  die  augenblicklich  zum  Berührungs- 
punkt von  g mit  ihrer  Einhüllenden  gehörigen  Tangente  der 
n-ten  Evolute  der  Einhüllenden.  Zweitens  sind  g und  gn  sich 
entsprechende  Tangenten  der  ähnlichen  Kurven  (1)  und  (4). 

Aus  unseren  Betrachtungen  fließt  der 

Satz:  Betrachten  wir  alle  Geraden,  die  eine  beliebige 
Systemkurve  umhüllen,  so  umhüllen  die  Tangenten  der 
n- ten  Evoluten  der  Einhüllenden  der  Geraden  in  jedem 
Augenblick  eine  der  Systemkurve  ähnliche  Kurve.  Zwei 
sich  entsprechende  Tange n ten  der  beiden  ähnlichen 
Kurven  entsprechen  sich  auch  als  Systemgerade  und 
Tangente  der  n-ton  Evolute  ihrer  Einhüllenden,  die  zum 
augenblicklichen  Berührungspunkt  der  Einhüllenden 
mit  der  Systemgeraden  gehört. 

Die  Koordinaten  p , co  der  Geraden,  welche  eine  Kurve  l 
einer  Schar  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Systemkurven  um- 
hüllen, genügen  der  Gleichung: 

p = m cos  co  + sin  co  + XF{co ), 

wenn  m,  mt  die  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspunktes  bedeuten. 
Die  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  der  Einhüllenden  der  be- 
trachteten Systemgeraden  umhüllen  dann  in  jedem  Augenblick 
ein  Gebilde  mit  der  Gleichung: 

(5)  rn  — un  cos  $ + vn  sin  & + fW  (t)  [m  cos  co  fl-  sin  co  + 2 • -F(co)]. 
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Id  bezug  auf  das  Achsensystem,  welches  gegen  das  x,  ?/-System 
um  den  Winkel  s^n(^  die  Koordinaten  der 

in  Rede  stehenden  Tangenten  rnj  co. 

Gleichung  (5)  kann  auch  geschrieben  werden : 

(6)  rn  — Cn  cos  co  + Dn  sin  co  + XfW  (f)  F(co). 

Dabei  sind: 

Cn  = un  cos  t + vn  sin  t -f-  mfW ( t ), 

JDn  = vn  cos  t — un  sin  t + mt  fw  (t) 
die  Koordinaten  des  Punktes  Pw,  der  zum  Systemstrahlbüschel 
P0(m,  mj  gehört,  bezogen  auf  das  zuletzt  eingeführte  Koordinaten- 
system. Bei  veränderlichem  X stellt  die  Gleichung  (6)  eine  Schar 
ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Kurven  dar  mit  dem  soeben 
genannten  Punkt  Pn  als  Ahnlichkeitspunkt.  Es  folgt  der 

Satz:  Betrachten  wir  sämtliche  Systemgeraden,  welche 
je  eine  Kurve  einer  Schar  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener 
Kurven  mit  dem  Ahnlichkeitspunkt  P0  umhüllen,  so  um- 
hüllen die  entsprechenden  Tangenten  der  n-ten  Evoluten 
der  Enveloppen  der  betrachteten  Geraden  in  jedem 
Augenblick  je  eine  Kurve  einer  Schar  ähnlicher  und 
ähnlich  gelegener  Kurven,  deren  Ahnlichkeitspunkt  der 
zum  genannten  Punkt  P0  gehörige  Punkt  Pn  ist. 

Die  beiden  Kurvenscharen  sind  einander  kongruent.  Sich 
entsprechende  Kurven  sind  natürlich  nur  ähnlich. 

§ 5. 

Die  Einhüllenden  beliebiger  Sy  steinkurven,  die  augenblicklich 
in  den  Berührungspunkten  mit  ihren  Einhüllenden  (rn  + 2)- 
punktig  berührende  Tangenten  besitzen. 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  Systemkurve  sei: 

e = 

Die  Hüllbahnkurve  wird  durch  die  beiden  Gleichungen  dargestellt: 
r — a cos  (t  -f  co)  -f  b sin  (t  + co)  -f  f(t)  F(co), 
ft  — 1 4-  co. 

r und  ft  sind  abhängig  von  einander.  Es  muß  also  die  Funktional- 
determinante verschwinden: 

dr  dr  d& _ 

oder:  U 

(1)  g cos  (<  + o>)  + ^ sin  (t  + co)  + f‘(i)F(a>)  - f(t)F‘  (< » ) = 0. 
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Die  Striche  bedeuten  Differentiationen  nach  dem  Argument. 
co  ist  irgend  eine  Funktion  von  t,  also: 

CO  = yj  (t)J  $ ==  t + ip(t). 

Hieraus  bestimmt  sich  t als  Funktion  von  etwa: 

sodaß  wir  co  als  Funktion  von  # etwa: 

co  = cp  ($) 

ansehen  können.  Durch  Differentiation  finden  wir: 

= ^ = _^fürw==2,  3,... 

d&  d&  d&n  d&n 


da 

da  d£ 

~dF 

dt  dtt 

d2a 

_ d2a  Id 

d&2 

df2  u 

dna  _ 

dna  /dA 

d#M“ 

\dW 

dw6 

dn&  / d A 

d#w 

dtn  [dS-J 

d^a 

dn+1a( 

d#M+i 

dtn+1  \ 

d’1+16 

dn+1b( 

d#M+1  ' 

~ dtn+1  \ 

db 

d& 


db  dt 
dt  d&  ’ 


^_dMidt\[ ' da_dH_  d2b_d2bldtV  db  dH 

d& 2 ~ dP  UW  + dt  d& 2 ’ d& 2 ~ dt 2 UW  + dt  d&2  ’ 


A d2t  , , ^ dn  1t  A da  dnt 

1 dt  d9n 

\ „ dH  . . , „ d"-1«  . dJ  d"t 

a dn+1a ( dt\n+1  ^ d2t  ^ dnt  da  dn+1t 

PT  • Tlrä+T I TÄl  + + + — 


1 d#2  ' w d*Ä  dt  d&n+1  ' 

Die  Größen  A,  B , (7,  i)  sind  gewisse  Funktionen  von  die  uns 
nicht  weiter  interessieren. 

Ferner  ist. 

dFH  = F,(^)  du  W»)  = F„(mj  AM*+-  F,^ 

^ ' / /7ö  ^ x7a9  ^ M /7  a / 1 ' ^ /7  a2  7 


d 


d# 


dnF(co) 


d&n 

dn+1F{(o) 


dto\n  ^ d2w  . , „ 

3“  fi-A'.— - + ...  + ^-2 

dW  1 d#2 


d#n+1 

dV(*) 


d<F 

dn+1f(t) 


(co)  | 

rv(H)’+*. 


\d&) 
dn~l 


dth 2 


jM 

Ö . T~Ti  / \ & (Ö 


hi  +«.s+---+ö*-£;+-f>,£S' 


d2£ 

d#2 


dn“D  dn/ 


d»n+1 


71 +1 


dn  +1 1 
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Die  Größen  E,  G,  H , J sind  ebenfalls  gewisse  Funktionen  von 
die  wir  nicht  näher  zu  kennen  brauchen. 

Es  gilt  weiterhin: 


d n+1 
dfrn+1 


d?x  xtn  dnf  ^ , dn~xf  dF  , 


d,r 
dn+1f 
d»n+1 


dli 


■F+(n  + l\ 


d fr 

dnf  dF 
dfrn  dfr 


dfdn~1F  fdnF 
-l  , ~ n — 1 ‘ 


-p. . . + (W  + l)n 


d#  dfrn' 
dfdnF 


\-f 


dfr 1 
dn+lF 


dfr  dfrn  ' dfr71^1 


Die  Gleichung  der  Hüllbahnkurve  der  vorgelegten  Systemkurve 
kann  geschrieben  werden: 


r—  a cos  # + b sin  # + f{t)F(co). 


Die  Gleichung  ihrer  w-ten  Evolute  lautet: 

_ dF(a  cos  fr)  . dn(b  sin  fr)  dn  [f  (t)  • F («)] 

oder.  Tn==  7fr?1  H dF“  dF“ 

Q , • q , dn[f[t) . F(a>)] 

rn  = un  cos  # + vn  sin  $ H y-^rn ~ > 

dfrn 

wobei  gesetzt  ist: 


ur 


dna 


+ nt 


— n( 


dnb  dn~1a 

Vn  — n Vb1 

dfrn  dfrn  1 


n, 


dfr n~z 
dn~2b 
2 dfrn~2 


Hat  eine  Systemkurve  im  augenblicklichen  Berührungspunkt  mit 
der  Einhüllenden  einen  Wendepunkt,  so  ändert  co  in  diesem 
Augenblick  — d.  h.  beim  Übergang  des  Systems  in  die  konsekutive 
Lage  — seinen  Wert  nicht.  Hat  eine  Systemkurve  im  genannten 
Punkt  eine  vierpunktig  berührende  Tangente,  so  ändert  co  auch 
im  nächsten  Augenblick  seinen  Wert  nicht.  Hat  endlich  eine 
Systemkurve  eine  (m  -f-  2)  punktig  berührende  Tangente  im 
Berührungspunkt  mit  ihrer  Enveloppe,  so  ändert  co  in  diesem 
Augenblick  und  den  (m  — 1)  folgenden  seinen  Wert  nicht.  Es 
bestehen  daher  für  alle  Systemkurven,  welche  in  einem  Augenblick 
eine  (m  + 2)punktig  berührende  Tangente  im  Berührungspunkt 
mit  ihren  Einhüllenden  besitzen,  die  Beziehungen 

dco  d-ot)  dm  co  q 

dfr  ~~  dfr*  dfrm  ~ ' 

Hingegen  gilt  nicht  mehr  für  alle  die  genannten  Systemkurven 

dm  + 1co  „ 


dfrm  + 1 


26 


Die  vorhin  zusammengestellten  Formeln  nehmen  für  die  genannten 
Systemkurven  in  dem  betrachteten  Augenblick  die  "Werte  an: 


dt  . 

dHt 

in 

(Im  „ n.. 

— ()  tnr 

; 

<*#'* 

dm+1a 

' d»n 
dna  <Fb 

dtn  ’ dfF 
__  (f“+1a 

/V,  V 1 UI  / 

d»n 

dnb 

= tur  m 

dtn 

da  dT+1t 

d»m+1 

<H“+l  1 

dt  d»m+ 1 ’ 

dm+1b 

<im+16 

<*&  dm+1< 

d»m+1 

<jr+1 

dt  d»m+1  ’ 

d#n 
dm +1 


F'(co) 


f(n,(t)  für  n = 1, 2, . 

dm+1t 


F‘(m) 


d»m+1 


ft  <Fm 

d»n 

dm+1F(m) 

d»m+ 1 * d»m+1 

fMllM  = fW>(t)F(to)  für  n — 1, 2, . . .m, 
d & 

dm+1[f(t)F  (.<*)} 
d#m+1 


m, 


d ^m+1 

Die  Koordinaten  der  Tangenten  der  w-ten  Evoluten  aller  der- 
jenigen Hüllbahnkurven,  die  in  dem  betrachteten  Augenblick  die 
entsprechenden  Systemkurven  in  Punkten  der  letzteren  berühren, 
die  eine  (m  + 2)punktig  berührende  Tangente  besitzen,  lauten: 
rn  = un  cos  ft  + vn  sin  ft  /W  ( t ) F(co),  #, 

wobei  gesetzt  ist: 

dna  , dn~H  dn'  ~ 


u» 


dtn 

dnb 


n . 


— n. 


dt 7 
dn- 


nn 


dt 

dn~ 


a 

n^2 


n 2 dtn~2  +‘"’ 


vorausgesetzt, 
Es  ist: 


dtn  1 dt71-1 

n eine  der  Zahlen  0, 1,  2, ...  m ist. 


drn  d^+\a  cos  #) 


dnJrl(b  sin  &)  ^ dnJrl  [f(t)  • F(w)] 


d*  d *n+x  1 1 d^1 

Mit  Rücksicht  auf  die  zusammengestellten  Formeln  finden  wir  für 
n = m * für  die  in  Rede  stehenden  Hüllbahnkurven: 

dr7 


= un+1  cos  ft  + vn+1  sin  ft  + f(n+V(t)F(co) 


+ (—  cos  ft 
\dt 


db_ 

dt 


sin  6 + nt)F{co)  - f(t)F'(c »)) 
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oder  mit  Rücksicht  auf  (1): 


V.  . ^ 

ifl 

ns  | 

— ii™  i -i  cos  it  -4-  ii™ 

wenn 

1 

H Ö 

£ ^ 

i 

d& 

1 n — 

— — wvyi  _L_ p vvu  J 

a + (n4~  1) 

11  i „ - 

dt 

dvn 

1 Vn 
n — 

dtn+ 1 1 ( + }i 

dn+li  («+ 1) 

un-\- 1 - 

dt 

dtn+ 1 1 + 

f*+V(t)F(co), 


dnb 


dtn 

dna 


dt 7 


(W  + 1)2 
(W  + I)a 


— i 


dn' 


bedeutet. 

Mit  Rücksicht  auf  die  jetzigen  Darlegungen  und  diejenigen 
des  § 1 erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Ist  n eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  m,  so  lauten  die  Ko- 
ordinaten der  n-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  Ein- 
hüllenden einer  Systemkurve  q — F(oo),  welche  in  dem  be- 
trachteten Augenblick  eine  (m  -f-  2)  punktig  berührende 
Tangente  in  ihrem  Berührungspunkt  mit  ihrer  Ein- 
hüllenden besitzt: 

un  + p(/'(n)  cos  # — />^+1)  sin  #) 


x 


-(■ 


dun 

dt 


cos  d -f- 


dv. 


y = vnJrg  (/(w)  sin  $ + f^n  +1)  cos  #) 

d J 

dt 


+ 


dt 


dvr 


sin 


sin  #, 


cos 


dt 


sin  # cos 


Mit  Rücksicht  auf  die  Ausführungen  des  § 1 folgen  nun  sofort 
die  Sätze: 

Ist  n eine  der  Zahlen  0, 1, 2, . . . m,  so  liegen  die  w-ten 
Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen  aller  System- 
kurven, die  augenblicklich  (m  + 2)punktig  berührende  und 
parallele  Tangenten  in  den  Berührungspunkten  mit  ihren 
Einhüllenden  besitzen,  momentan  auf  einer  Geraden. 

Ist  n eine  der  Zahlen  0,1,2 , . . . m,  so  gehen  die  zu 
jeder  Phase  der  Bewegung  gehörigen  Geraden,  auf  denen 
die  n-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  Enveloppen  aller 
Systemkurvenscharen  liegen,  die  in  dem  betreffenden 
Augenblick  parallele  (m  + 2) punktig  berührende  Tangenten 
in  den  Berührungspunkten  mit  ihren  Einhüllenden  be- 
sitzen, durch  den  Punkt 

Jetzt  sollen  alle  Systemkurven  betrachtet  werden,  die  in  ihrem 
Berührungspunkt  mit  ihrer  Einhüllenden  augenblicklich  (w  + 2)- 
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punktig  berührende  Tangenten  haben,  die  einem  Strahlbüschel 
angehören. 

Für  die  genannten  Kurven  gilt  in  diesem  Augenblick: 
g ==  F(co)  =====  R cos  (a  — co>). 

Demgemäß  ist  nach  dem  vorhergehenden: 

rn  ==  un  cos  # + vn  sin  & -f-  fW  (t)  R cos  (a  — co), 
wobei  n = 0, 1,  2, . . . m -f-  1 sein  kann. 

Wie  in  § 1 finden  wir  jetzt  den 

Satz:  Ist  n eine  der  Zahlen  0, 1,  2, . . . m,  und  betrachten 
wir  alle  Systemkurven,  die  augenblicklich  in  den  Be- 
rührungspunkten mit  den  Einhüllenden  (m  + 2)  punktig 
berührende  Tangenten  besitzen,  die  einem  Strahlbüschel 
P0  angehören,  so  liegen  die  Punkte  der  n- ten  Evoluten 
der  Einhüllen  den,  die  zu  den  genannten  Berührungs- 
punkten gehören,  auf  einem  Kreis.  Die  Tangenten  und 
Normalen,  die  in  den  genannten  Punkten  an  die  n-te 
Evolute  gelegt  werden  können,  gehen  alle  durch  den 
Punkt  Pn  bez.  Pn+ 1,  der  zum  genannten  Punkt  P0  gehört. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  die  Sätze  der  §§  2 — 4 in  dem  an- 
gegebenen Sinne  zu  verallgemeinern.  Wir  müssen  dabei  von 
Systemkurven  ausgehen,  die  im  augenblicklichen  Berührungspunkt 
mit  ihren  Einhüllenden  (m  -f-  2)punktig  berührende  Tangenten 
besitzen,  welche  einen  Kreis,  Kegelschnitt,  eine  beliebige  System- 
kurve umhüllen. 

Wir  wollen  diese  Sätze  nicht  besonders  anführen,  da  die- 
selben nach  dem  bisherigen  ohne  weiteres  aufgestellt  und  ab- 
geleitet werden  können. 


§ 6. 

Verwandtschaft  zwischen  den  Bahnpunkten  P0  und  den 
ihnen  entsprechenden  Punkten  Pn. 

Betrachten  wir  die  Tangenten  der  n- ten  Evoluten  der  Ein- 
hüllenden aller  Geraden  eines  Systemstrahlbüschels  mit  dem 
Träger  P0(£0,  rj0),  die  zu  den  Berührungspunkten  der  Einhüllenden 
mit  den  entsprechenden  Geraden  gehören,  so  gehen  dieselben  in 
jedem  Augenblick  alle  durch  den  Punkt  Pn(An,  Bn).  Es  ent- 
spricht also  jedem  Systempunkt  P0  ein  bestimmter  Punkt  Pn. 
Beziehen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  auf  das  x,  y- System, 
so  entspricht  dem  Systempunkt  P0 (£0,  ^0)  der  Punkt  Pn{An,  Bn): 
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An  = un  + f<~n\t) 

f„  cos  (<  + n y] 

1 — *7q  sin  1 

[t  + nYi 

£ 

II 

CS 

$ 

+ 

fo  sin  (t  + n yj 

1 + % cos  I 

[t+ni 

die  Größen  un,,v7 

l die  Bedeutung  haben: 

(1) 


x db  d^a  , , , da 

(la)  un  = a-nl-fr-n2-r^  + ...,  vn=b  + nx 


■n, 


dn 

*dt* 


dt  ^ dt 2 1 1 d* 

Die  Koordinaten  des  Bahnpunktes  P0(|0,  rj0)  lauten  in  der  System- 
lage t in  bezug  auf  das  x,  ^/-System: 

x = a + fit)  (|0  cos  t-rj0  sin  t), 

y = & + /“(*)  (l0 sin  t + cos  0- 

Bei  den  Formeln  (1)  haben  wir  die  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 
n = e mod  4.  e = 0,  1,  2,  3. 

Im  ersten  Falle  lauten  die  Formeln  (1): 

An  = un  + fw  ( t ) (f o cos  t—  rj{)  sin  f), 

Pn  = Vn  + f(n)  (t)  (So  sin  t + rj0  cos  t). 

Bei  Beachtung  der  Gleichungen  (2)  bestehen  zwischen  den  Punkt- 
systemen S(Pn)  und  S(P0)  die  Yerwandtschaftsgleichungen: 


A.m,  Uy 


f 


in) 


+ J-j-  (x—a)  — un 

An) 

Bn  = vn+  J-j-  (y—b)  = vn 


An)  An) 

' a + A—  x , 


f 

f(n) 


f 


An) 


Die  Punktsysteme  S(P0)  und  S(Pn)  sind  also  durch  die  Ver- 
wandtschaft der  Ähnlichkeit  und  zwar  der  gleichsinnigen  Ähnlich- 

&\t) 


keit  miteinander  verbunden.  Der  Ahnlichkeifsfaktor  ist 


fit) 


Da  der  Ahnlichkeitspunkt  sich  selbst  entspricht,  so  haben 
seine  Koordinaten  die  Form: 

rr  Vn~(PJ) 


(I) 

wobei  cp 


(pa 


fn\t) 

m 

Jetzt  soll  n 


1 — <P 


gesetzt  ist. 


1 mod  4 sein: 

Die  Gleichungen  (1)  nehmen  die  Gestalt  an: 

An  = unp  f&>  (t)  (—  i0  sin  t—  7J0  cos  t), 

Pn  — Vn  + f{n)  (t)  (l0  COS  t-rj0  sin  t). 

In  diesem  Fall  bestehen  zwischen  S(Pn)  und  S(P0),  wie  aus  (2) 
und  (3)  folgt,  die  Verwandtschaftsgleichungen: 


(3) 
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(4) 


An) 

An  = un  + J-y-(b-y) 


un-\- 


B , 


f(n)  An) 

Vn+  J-j-{x—a)  = vn— .-Lj-a  + J-j 


y(n)  f>(ri) 

* j- 

f(n) 


f 


y, 


X. 


Es  liegt  wieder  gleichsinnige  Ähnlichkeit  vor.  Der  Ähnlichkeits- 
faktor  ist  wieder  gleich  ^ . Das  System  S(Pn)  ist  um  y 
gegen  dasjenige  S <(P0)  im  negativen  Sinne  gedreht,  wie  aus  (4) 
hervorgeht.  Die  Koordinaten  des  Ähnlichkeitspunktes  sind  durch 
die  Gleichungen  bestimmt: 

An)  An) 

X0  = un  + J-^{b-Y0),  Y0  = vn-\-  (X0—a) 

und  haben  die  Form: 

X0N^=un  + cp(b—vn)  + <p2a, 

Io  N =Vn-\-  cp(un  — a)  + 9?2^ 

wenn  N und  cp  die  Bedeutung  haben: 

t\t) 


(II) 


cp 


N=  1 + cp 2, 

Nun  sei  n=2  mod  4: 

Es  gilt: 

An  = un  + fW  (t)  (- £0  cos  t + 7]0  sin  t), 

Bn=vn  + fW (t) (- i0  sin  t — i]0  cos  t). 

Zwischen  den  Punktsystemen  S(Pn)  und  S(P0)  finden  also  die 
Verwandtschaftsgleichungen  statt: 


(4  a] 


An 


An)  An)  p{n) 

Un  + ~ - (a—x)  = unJr  J~Y~  a—  LJ-  x, 


An) 

Bn  — vn  H — y~  $ 


y)  = VnJr 


f 


00 


p(n) 


y- 


f f,. 

Es  liegt  wieder  gleichsinnige  Ähnlichkeit  vor.  Der  Ähnlichkeits- 
faktor  ist  fW{t) 


m 


Das  System  S(Pn)  ist  gegen  dasjenige  S(PQ) 


um  den  Winkel  n im  negativen  Sinne  gedreht.  Die  Koordinaten 
des  Ahnlichkeitspunktes  haben  die  Werte: 

unJr(f)a  Vn  + Vb 


(in) 

wobei  cp 


1 + 9? 


Y n • ' 

A)—  l+g,  » ^0 

fin){t) 

— gesetzt  ist. 

T\t) 

Schließlich  sei  3 mod  4: 

Die  Formeln  (1)  gehen  hier  über  in: 

Ä = fW  (t)  (£0  sin  t + rj0  cos  t), 

Bn  = vn  + f&>  (t)  (- 10  cos  t + r)0  sin  t). 
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Die  Verwandtschaftsgleichungen  lauten  mit  Rücksicht  auf  (2): 


An) 

An  = un  + Ly-  (y—l)  = 


Ur 


f(n)  ^ j>(ri) 


f 


Pn  — Vn 


An)  An) 

L-jr-  (a—%)  ==vnJr  -j-  a - 


f 

f(n) 


f 


X. 


Es  liegt  gleichsinnige  Ähnlichkeit  vor.  Der  Ähnlichkeitsfaktor 

An)  ( t ) 3 

ist  - . Das  System  S(Pn ) ist  gegen  S(P0)  um  den  Winkel  y n 

im  negativen  Sinne  gedreht.  Die  Koordinaten  des  Ahnlichkeits- 
punktes  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 


f 


in) 


fkn) 


X0  = un  + J-^(Y0—b),  Y0  = vn  + -^(a—X„) 


zu: 


(IV)  XQ  N ^unPqp(vn  — b)  -f  (p2  a,  TnN=vnJr(p{a  — un) 

An) 

' i c 

f 


wenn  jV=l-f<p2,  ist. 


An) 

Der  Ahnlichkeitsfaktor  der  Systeme  S(P0)  und  S(Pn), 
von  denen  S(Pn)  im  negativen  Drehsinn  um  den  Winkel  n gegen 
S(P0)  gedreht  ist,  kann  natürlich  sowohl  positiv  als  auch  negativ 

An) 

sein.  Die  Bedeutung  eines  negativen  Wertes  von  ist  ohne 
weiteres  klar. 

Satz:  Das  ähnlich  veränderliche  System  S(P0)  und 
das  Punktsystem  S(Pn)  sind  gleichsinnig  ähnlich.  Die 
Koordinaten  des  Ähnlichkeitspunktes  sind  bekannt.  Der 


Ahnlichkeitsfaktor  ist 


f(n) 

~T 


Dabei  ist  S(Pn)  gegen  S(P0) 


im  negativen  Sinne  um  den  Winke 


n 


gedreht. 


Wann  ist  das  Ähnlichkeitsverhältnis  der  beiden 
Systeme  $(P0)  und  S(Pn)  in  jedem  Augenblick 
dasselbe? 

Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  hierfür  ist: 


f(n) 


f 


Je  oder  fW(t)  — kf{t)  — 0. 


Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  lautet: 

(V)  f(t)  = C1  ek'*  + 0. ; ek'*+  ...+  CnekA 

wenn  die  Größen  Jev  Je2  usw.  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

(5)  xn  — Jc  = 0. 

Damit  der  Wert  von  f(t)  reell  ist.  müssen  die  Konstanten  C in 
geeigneter  Weise  komplex  gewählt  werden.  Wir  wollen  das 
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Integral  (V)  noch  so  umformen,  daß  in  demselben  überhaupt  keine 
komplexen  Größen  Vorkommen.  Wir  unterscheiden  drei  Fälle. 
Die  Gleichung  (5)  soll  erstens  keine  reellen  Wurzeln  haben. 
In  diesem  Fall  ist  n gerade  und  k < 0. 

Die  Wurzeln  unserer  Gleichung  haben  die  Form: 

TCy  dy  “I-  ^ ~^y"l  ky  -(-  1 Cü'J*  'l  by^ 


wobei  r eine  der  Zahlen  1,3,  5,  ..  .n  — 1 ist  und  i die  imaginäre 
Einheit  bedeutet. 

Das  Integral  (V)  läßt  sich  dann  schreiben: 

n — 1 

(Ya)  f(t)  = JP  eayt  [Ar  cos  (brt)  + Br  sin  (brt)]. 

r=  1,3,5 

Ar  und  Br  sind  beliebige  reelle  Konstanten. 

Die  Gleichung  (5)  soll  zweitens  eine  reelle  Wurzel  haben. 
In  diesem  Fall  ist  n ungerade. 


Die  reelle  Wurzel  sei  kn  = ]/" k.  Die  übrigen  Wurzeln  haben 


die  Form: 


ky  dy  -j—  % byj  ky  1 


ar  — i br, 


wobei  r eine  der  Zahlen  1,3,  5...W  — 2 ist. 

Das  Integral  (Y)  kann  jetzt  geschrieben  werden: 


(Vb)  f{t)  = Ce 4 ^k+y  e“rt  [Ar  cos  (M)  + Br  sin  (brt)\. 

r=  1,3, 5 

Die  Größen  Ar,  Br,  C sind  beliebige  reelle  Konstanten. 

Die  Gleichung  (5)  soll  drittens  zwei  reelle  Wurzeln  haben. 
In  diesem  Falle  ist  n gerade  und  k>  0. 

Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  = y k,  kn  — — \rk‘ 
Die  übrigen  Wurzeln  haben  die  Form: 

ky  =§g|  dy  -}-  ^ byy  ky  _|_  \ = Cly  % l)y , 

wobei  r eine  der  Zahlen  1,3,  5... n—  3 ist. 

Das  Integral  (Y)  läßt  sich  hier  schreiben: 

n _ n n — 3 

(V c)  f(t)  — C1e t/kjr  C2e~tV  ear t [Ar  cos  (br t ) -f  Br  sin  (br Q] . 

r = 1,3,5 

Die  Größen  Ar,  Br , Cv  C2  sind  willkürliche  reelle  Konstanten. 
Andere  Fälle  als  die  drei  besprochenen  sind  nicht  möglich. 


§ 7. 

Verwandtschaft  zwischen  den  Punktsystemen 
S(Pn)  und  Ä(Pn+ffl). 

Jedem  Systempunkt  P0  entspricht  ein  Punkt  Pn  und  ebenso 
ein  solcher  Pn+m.  Ordnen  wir  nun  die  Punkte  Pn  und  Pw+m? 
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die  zu  ein  und  demselben  Bahnpunkt  P0  gehören,  einander  zu, 
so  entspricht  jedem  Punkt  Pn  ein  solcher  Pn+m  und  umgekehrt. 
Die  Punktsysteme  S(Pn)  und  S(Pn+m)  sind  auf  diese  Weise 
durch  Vermittelung  der  Bahnpunkte  P0  mit  einander  verwandt. 

Die  zum  beliebigen  Punkte-  P0(|0,  rj0)  gehörigen  Punkte  Pn 
und  Pn 4_m  haben  die  Koordinaten: 


An  = un  + fW(t) 
-Bn  = vn-{-  fin)  (t) 


|0cos  + — sin 


bez. 

Bn+m  = vn+m  + f^+m\t) 


in  + 

So  siD  (*  + «§)+%00S(*  + Mf) 
f0cos^+(w  + w)|j— %sin^  + (w  + w)|j 

f0sin  | t + {n  + m)^j  +rlocoi(t+(n+m)^ 

Wir  erkennen  nach  den  Darlegungen  des  vorigen  Paragraphen, 
daß  die  Verwandschaft  wieder  die  gleichsinnige  Ähnlichkeit  ist. 


An  -i-m  = un+ m+ 


Der  Ahnlichkeitsfaktor  ist 


/■(ra,(«) 


Dabei  ist  S(Pn+m)  gegen 


S(Pn)  um  den  Winkel  im  negativen  Sinne  gedreht. 

Im  einzelnen  sind  wieder  4 Fälle  zu  unterscheiden: 
m = e mod  4,  £ = 0,1,  2,  3. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  finden  wir  als  Koordinaten  des 
Ahnlichkeitspunktes : 

y'  Un  + m:^(f)nvn  y-  vn-Vm^(Pnun 

{ ) • 1 T(Pn  ’ °~  ’ 

je  nachdem  ob  m = 0 oder  m = 2 mod  4 ist,  oder: 

^ X0W=  Unjr7n  -j-  cpn  (yn—-Vn-\ -m)  H"  tPnWn  j 

Y0N=  Vn  + mp  (PniUn  + m un) 
je  nachdem  ob  m — 1 oder  m = 3 mod  4 ist. 

Die  Größen  N und  q?n  haben  die  Bedeutung: 

+ m) 


w=  \+<p, 

Der  Ähnlichkeitsfaktor  ^ 


< Vn 


f(n) 


in) 


kann  positiv  oder  negativ  sein. 


Wir  erhalten  den 

Satz:  Die  Punktsysteme  S{Pn)  und  S(Pn+m ) sind  gleich- 
sinnig ähnlich.  Die  Koordinaten  des  Ähnlichkeitspunktes 

An+m) 

sind  bekannt.  Der  Ah nlichkeitsf aktor  ist— — -r-r — . Dabei 


Carl. 


3 
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ist  S(Pn+m)  gegen  8(Pn)  im  negativen  Drehsinn  um  den 
Winkel  m-J  gedreht. 

Als  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspunktes  der  Systeme  S(Pn) 
und  S(Pn. fi)?  die  wir  auch  das  n-te  und  (n  l)-te  abgeleitete 
Punktsystem  nennen  wollen,  ergeben  sich  aus  den  Formeln  (II): 

X0N—  Un  + 1 + Cp{vn  — Vn  + i)  + (f2Un , 
Y0N=vn+1-\-(p(un+1—un)  + (p2vn, 


wobei  gesetzt  ist: 


N — 1 + 9 92, 


Bedenken  wir,  daß 

% n -)- 1 — 


cp 


f(n  + 1) 
p(n)  * 


dun 

Vn+l  = Vn  + -Jr 


ist, 


so  erhalten  wir: 


X0  = un-fM 

Y0  =Vn  + f(H) 


f(n)v‘n  + f(n  + l)u‘n 
( f(n))2  + 1))2  i 

f(.n)u‘n_f(.n  + l)v'n 

(f(n)y  _[_  1)^2  ’ 


wobei  die  Striche  Differentiationen  nach  t bedeuten. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (8)  des  § 1 und  die  sich 
daran  anschließenden  Bemerkungen  erkennen  wir,  daß  unser 
Ahnlichkeitspunkt  identisch  ist  mit  dem  Punkt  der  betreffenden 
Systemlage. 

Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  der  Ahnlichkeitspunkt 
der  abgeleiteten  Punktsysteme  S(Pn)  und  S(JPn+ 1)  identisch 
mit  dem  Punkt  $ßn  der  betreffenden  Systemlage. 

Wann  ist  in  jedem  Augenblick  das  Ähnlichkeits- 
Verhältnis  der  Punktsysteme  S(Pn)  und  S(Pnjrm) 
dasselbe? 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  lautet: 

An+m) 

— — — = Jc  oder  — IcfW  — 0. 

Hieraus  folgt: 

(1)  fn\t)  = C[eKt  + C|eM  + . . . + C‘mekmt 
wenn  lcv  ic2, . . .icm  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

(2)  xm—k  = 0. 
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Zufolge  (1)  hat  das  allgemeine  Integral  unserer  Differential- 
gleichung die  Gestalt: 


(in) 


f(t)  = Dt  t H~ 1 + X»2  tn~2  + . . . + Dn  + C1 6Kt  + <7«,  e M 
+ ...+  < Jmekmt. 


Damit  der  Wert  dieses  Integrales  reell  ist,  müssen  die  Konstanten 
in  geeigneter  Weise  komplex  gewählt  werden.  Wollen  wir  ver- 
meiden, daß  in  (III)  komplexe  Größen  Vorkommen,  so  können 
wir  ähnlich  Vorgehen  wie  in  § 6. 

Die  Gleichung  (2)  habe  erstens  keine  reelle  Wurzel: 

Die  Wurzeln  haben  die  Form: 

IC/p  • Cty  | X Ijp  , ICp  _|_  I CL/p  % brp  , 

wobei  r — 1,  3,  5..m  — 1 und  i die  imaginäre  Einheit  ist.  Das 
Integral  (III)  kann  in  diesem  Falle  geschrieben  werden: 

f(t)  = D1tn-'+DJn~2  + ..-i-Dn 

(lila)  m~1  . 

-f  JBe  rt\Ar  cos  (brt)  + Br  sin  (brt)]. 

r = 1,3,5 

Die  Größen  A,  B , T>  sind  beliebige  reelle  Konstanten. 

Die  Gleichung  (2)  habe  zweitens  eine  reelle  Wurzel. 

m, — 

Die  reelle  Wurzel  sei  lcm=ylc.  Die  übrigen  Wurzeln  haben 
die  Form 

lCp  ■ Cf/p  ~ [~  % \)p  , lCp  _|_  ^ dp  " % l)p  , 

wobei  r eine  der  Zahlen  1,  3,  5...m— 2 ist. 

Das  Integral  (III)  läßt  sich  hier  schreiben: 

m 

f(t)  = D1  t*-1  + D.2tn~2  + ..+  Dn  +CetVlc 
(III  b)  m — 2 

+ yjeart\Ar  cos  ( brt ) + Br  sin  (brt)]. 

r= 1,3,5 

Die  Größen  A,  B,  C,  D sind  willkürliche  reelle  Konstanten. 

Die  Gleichung(2)  soll  schließlich  zwei  reelle  Wurzeln  haben. 
Die  reellen  Wurzeln  seien  — Die 

übrigen  Wurzeln  haben  die  Form: 

lCp  dp  | % ^ _|_  2 ■ dp  1/  tfp  , 

wobei  r eine  der  Zahlen  1,  3,  5...m  — 3 ist. 


3* 
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Das  Integral  (III)  läßt  sich  in  diesem  Falle  schreiben: 


TO  TO 


f(t)  = D , + DJn~2  + ..+Dn+C1etV1‘+Cie~tV1‘ 


(IIIo) 


TO  ~ 3 


+ JPeart\Ar  cos  (M)  + Br  sin  (i brt) ] . 


Die  Größen  A,  B,  C,  D sind  willkürliche  reelle  Konstanten. 

Die  Funktion  (III)  bez.  ihre  Umformungen  läßt  eine  große 
Menge  Spezialisierungen  zu,  indem  man  für  m und  n besondere 
Werte  wählt. 

So  ergibt  z.  B. 

w = 0,  m — 1:  f(t)  = Cekt , 
n = 0,  m = 2,  k—  1 : /*(£)  = cx  Siof  £ + c2  ©tn  t, 
n = 0,  m — 2,  — — f(t)  = Cj  cos  £ + c2  sin  £. 

In  den  beiden  letztgenannten  Beispielen  liegt  in  jedem  Augenblick 
Kongruenz  der  Systeme  S(P0)  und  S(P2)  vor.  S(P2)  ist  gegen 
S(P0)  um  den  Winkel  n gedreht.  Ist  k = — 1,  so  kann  man  auch 
sagen,  S(P2)  und  S(P0)  sind  gegen  einander  nicht  gedreht,  ihr 
Ahnlichkeitsfaktor  ist  (—  Jc)  — 1.  Die  beiden  kongruenten  Punkt- 
systeme S(P2)  und  S(P0)  sind  parallel  zu  einander  verschoben. 
Man  kann  nun  noch  die  Frage  aufwerfen,  ob  es  Bewegungen  gibt, 
bei  welchen  in  jedem  Augenblick  die  Verwandtschaft  der  beiden 
Systeme  S(P0)  und  S(P2)  die  Identität  ist.  Da  -y-  = — 1 ist,  so 
sind  nach  (4a)  des  § 6 die  beiden  Systeme  S(P0)  und  S(P2) 
identisch,  wenn  gilt: 

(3)  u2  — a = 0,  v2  — b = 0. 

Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben  mit  Rück- 
sicht auf  (la): 


Aus  der  zweiten  der  beiden  simultanen  Differentialgleichungen 
folgt  durch  Integration : 


Infolgedessen  kann  die  erste  der  beiden  Differentialgleichungen 
geschrieben  werden: 


cßa 
dt 2 


db 


d2b  0 da  „ 

~dt2 


db 


^-  + 4a  + 2c  = 0. 
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Ein  partikuläres  Integral  derselben  ist  — Partikuläre  Inte- 
grale der  entsprechenden  homogenen  Differentialgleichung  sind 
sin2£  und  cos  2 1.  Das  allgemeine  Integral  lautet  somit: 

a = ci  sin  2 t + c'2  cos  2 1 — = dY  + r cos  (2 1 + a). 

Demnach  ist: 

~ = 2r  cos  (2£  + a),  & ==  e22  + r sin  (2  t + a), 

Die  Größen  a,  b,  f haben  bei  den  gesuchten  Bewegungen  die  Form: 
a = dlJrr  cos  (2 1 + a),  b = d2  + r sin  (2 1 -f  a), 

/"(£)  = Cj  cos  t + c2  sin  t 

Diese  Bewegung  wird  weiter  unten  genauer  untersucht. 

Ist  -y-  = — 1,  so  gilt  ganz  allgemein: 


f(n+\ 


f(n) 


1. 


Die  Systeme  S(Pn)  und  S(Pn- f2)  sind  gegen  einander  um  den 
Winkel  n gedreht.  Sie  haben  den  Ahnlichkeitsfaktor  lc—  — 1. 
Man  kann  aber  auch  sagen:  Die  Systeme  S(Pn)  und  S(Pn+ 2) 
sind  gegen  einander  nicht  gedreht  und  haben  den  Ahnlichkeits- 
faktor (—  Je)  — 1. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt  durch  Differentiation: 

U2 — v%  = cl — b‘ . V2  “b  m2 ==  b -f-  et'. 

Da  nun  die  Beziehungen  gelten: 

/M'n-\-iz==- Un  Vn-)  '^w+l==  Vn-\~  Mn 
und  u0  = a , v0  = b ist,  so  finden  wir: 


und  durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse: 

(4)  UUJr2  un  = 07  VnJ^2  ~^-Vn=0. 

Die  den  Gleichungen  (4a)  des  §6  entsprechenden  Yerwandtschafts- 
gleichungen  der  Systeme  S(Pn)  und  S(Pn+2)  lauten: 

+ 2)  f(n+ 2) 

■A-ri  + 2 'M'lfl  + 2 H 7777  Mm.  73:  ■A.'i 


f(n) 

Pn  + 2=  Vn+  2 H Vn 


Kn) 


f(n+ 2) 


Kn) 


~ Pn • 
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An- 1-2) 

In  unserem  Fall  also,  wo  - — ^ — = — 1 ist  und  die  Gleichungen  (4) 
bestehen,  gilt  also:  ^ 

-^■n-j-2  — Bn- \-2  ==z  ^ 0,  1,  2,  ... 

Sollen  die  Punktsysteme  S(P0)  und  S(P2)  in  jedem  Augenblick 
identisch  verwandt  sein,  so  müssen  die  Größen  a,  b,  f(t)  die  an- 
gegebenen Formen  haben.  Daß  auch  die  Umkehrung  gilt,  er- 
kennt man  ohne  weiteres. 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  das  System  der 
Bahnpunkte  identisch  ist  mit  dem  zweiten  abgeleiteten 
Punktsystem  $(P2)  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
die  Größen  a,b,f(t)  die  Form  haben: 

a = dl-\-r  cos  (2 t + a),  b = d.2  + r sin  (2 1 a), 

f=  c±  cos  t + c2  sin  t. 

Es  sind  dann  in  jedem  Augenblick  sämtliche  abgeleiteten 
Punktsysteme  gerader  Ordnung  und  das  System  der 
Bahnpunkte  einerseits  und  sämtliche  abgeleiteten  Punkt- 
systeme ungerader  Ordnung  andererseits  identisch. 

Die  Bewegungsgleichungen  lauten: 

x = dl-\-r  cos  (2t  a)  -\~  er^  sin  (t-\-y)  cos  (f  + a,), 
y = d2Jrr  sin  (2 t-\-a)  + crx  sin  (£  + y)  sin  (t- h«i), 
wobei  gesetzt  ist: 

c1  = c sin  y,  c2  = c cos  y,  g = r±  cos  ax , rj  = r1  sin  ar 
Bedenken  wir  die  Relationen : 

2 sin  (t-\-y)  cos  ( t + at)  = sin  (2t-\-  y + aj  + sin  (y  — aj, 

— 2 sin  (£  + y)  sin  (£  + ctj)  = cos  (2£  + y + ax)  — cos  (y  — a,), 
so  können  die  Bewegungsgleichungen  in  die  Form  gebracht  werden: 
x = d^  -f-  t cos  (2 t -f-  ot)  -| — g-  Ty  [sin  [2 t -f-  y -j-  GCjJ  -j-  sin  (y  — ct^)] j 

V = d2  + r sin  (2 1 + a)  + y r1  [—  cos  (2 t + y + ax)  + cos  (y  - aj] 
oder: 

x = dl  ■+  Yri  sin  (y— a i)  + Gj.  cos  2tJrC2  sin  2t, 
y = d2+-^r1  cos  (y  — Oj)  + C1  sin  2t  — C2  cos  2 1, 
wenn  unter  Cx  und  C2  die  Ausdrücke  verstanden  werden: 

Ct  = Yri  s^n  (7  + ai)  + r cos  G2  = rt  cos  (y  + aj  — r sin  a. 
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Sämtliche  Bahnkurven  sind  also  bei  unserer  Bewegung  Kreise. 
Derjenige  Systempunkt  (rlf  aj  jedoch,  der  sich  aus  = 0 und 
Cci  — 0 bestimmt,  bleibt  während  der  Bewegung  in  Buhe.  Da 
der  momentane  Pol  in  unserem  Falle  fest  ist,  so  ist  auch  der 
mit  dem  Pol  zusammenfallende  Ahnlichkeitspunkt  der  zusammen- 
fallenden Systeme  S(P0),  S(P2)  . . . einerseits  und  S(P±),  S(PB)  . . . 
andererseits  während  der  Bewegung  in  Buhe,  d.  h.  sämtliche 
Punkte  Pn,  die  zum  Systempunkt  gehören,  der  in  Buhe  bleibt, 
fallen  dauernd  mit  demselben  zusammen,  wie  man  sich  leicht 
zurechtlegen  kann.  Wir  werden  später  die  jetzt  besprochene 
Bewegung  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  aus  als  Spezialfall 
wiederfinden. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Frage:  Gibt  es  Bewegungen,  bei 
welchen  in  jedem  Augenblick  die  Punktsysteme  S(Pn)  und  S(Pn+m) 
identisch  sind?  Jedenfalls  gibt  es  Bewegungen,  bei  denen  die 
beiden  Systeme  S(Pn)  und  S{Pnjrm)  kongruent  sind.  Hierzu  ist 
nur  nötig,  daß  iSf.  Entsprechend  den  Verwandt- 

schaftsformeln des  § 6 lauten  diejenigen  der  Systeme  S(Pn) 
Und  S(P n+m)- 


Lw+m  — f 


m) 


■ W) 


f(n  + 

f(n) 


m) 


Pn-\-m  — 


An  + m) 

Vn-\-m  H ~ V . 


?(n)  rb  — 


n d f(n) 


je  nachdem  ob  m = 0 oder  m = 2 mod  4 ist,  oder: 


An-\-m  — ^ 


n-\-m  ni ' 


Pn-\~m  ==  V n-\-m~\  ^ n dl 


y?(w  + m)  

f(n) 

pn  + m) 


fW) 


(w) 


Pn-) 

A 


ny 


je  nachdem  ob  m = 1 oder  m = 3 mod  4 ist. 

Wir  erkennen,  daß  sich  nur  dann  die  Gleichungen  der 
Identität  ergeben  können: 


An-\-m  — An , Pn- \-m  — Pm 


wenn  0 oder  m = 2 mod  4 ist.  In  diesem  Falle  lassen  sich 
in  der  Tat  Bewegungen  finden,  bei  welchen  in  jedem  Augenblick 
S(Pn)  identisch  S(Pn+m)  ist. 

Ist  m = 0 mod  4,  so  ist  das  Bestehen  der  folgenden 
Gleichungen  hinreichend  und  notwendig: 

UnA.m-Un  = 0,  Vn+m-vM  0. 
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Für  m = 2 mod  4 hingegen: 

ftn  + m)  = _ f(n)}  un  + m — Un  = 0,  Vn  + m — Vn  = 0. 

Aus  der  ersten  Differentialgleichung  bestimmt  sich  jedesmal  die 
Funktion  f.  Beachten  wir  die  Gleichungen  (la)  des  § 6,  so 
erkennen  wir,  daß  die  beiden  letzten  Gleichungen  jedesmal  zwei 
simultane,  lineare,  homogene  Differentialgleichungen  ter 

Ordnung  darstellen,  aus  denen  sich  die  Funktionen  a und  b 
bestimmen1). 

Ist  f(n+m)  = , so  gj]t  auch  + m + v)  = _)_  f(n  + ^ 

r = 0.  1,2,... 

Aus  den  Gleichungen: 

+ m ^ n ===  0,  V n-\-m  Vn  z==  0 

und  denjenigen: 

M n + 1 ' — ^ n Vn  ? Vn  4- 1 — Vn  ~h  ^ n 

folgt: 

1 Un- j- 1 ====  0, 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  finden  wir: 

v ^n-\-v  z=  0?  V n-\-v  — 0,  V = 0,  1,  2 . . . 

Somit  gelten  bei  uns  die  Gleichungssysteme: 

An 4-  v = An v 4. m = A.n  jrVJr2m  z==  • • • j 

Pn  + v ==  ^ + m ==  + ==  • • • j ^ ==  0,  1,  2 . . . VYl  1. 

Wir  können  den  Satz  aussprechen: 

Soll  das  Punktsystem  S(JPn)  identisch  dem  Punkt- 
system S(Pn+m)  sein,  so  muß  m der  0 oder  der  2 
nach  dem  Modul  4 kongruent  sein.  Ist  dies  der  Fall, 
so  lassen  sich  Bewegungen  an  geben,  bei  welchen  in 
jedem  Augenblick  die  Systeme  S(Pn)  und  S(Pn-\-m)  identisch 
verwandt  sind.  Es  sind  dann  in  jedem  Augenblick 
sämtliche  abgeleiteten  Punktsysteme  vom  ^-ten  ab  nach 
dem  Modul  m entsprechend  mit  den  abgeleiteten 
Systemen  S(Pn+y),  y = 0, 1,  2, . . . m — 1 identisch. 

Den  einfachsten  Fall,  der  möglich  ist,  erhalten  wir,  wenn 
wir  n = 0,  m = 2 setzen.  Wir  stoßen  dann  auf  die  vorhin  aus- 
führlicher besprochene  Bewegung.  Unter  S(PQ)  verstanden  wir 
das  System  der  Bahnpunkte.  Unter  S(P)  wollen  wir  das  Punkt- 


0 Vergl.  Kiepert,  Integralrechn.,  S.  639  — 642  (9.  Aufl.). 


41 


svstem  der  als  starr  betrachteten  beweglichen  Ebene  verstehen. 
Ein  beliebiger  Systempunkt  P (£0,  r]0)  hat  in  bezug  auf  das 
x,  ^/-System  die  Koordinaten: 

x = a-{-£0  cos  t — r]0  sin  t,  y = b-\-£0  sin  t -f-  rj0  cos  t. 

Wie  man  ohne  weiteres  einsieht,  besteht  auch  zwischen  den 
Systemen  S(Pn)  und  S(P)  eine  gleichsinnige  ähnliche  Verwand- 
schaft mit  dem  Ähnlichkeitsfaktor  f^n\t). 

Die  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspunktes  und  die  Verwandt- 
schaftsgleichungen lassen  sich  leicht  angeben.  Wir  haben  nur 
in  den  entsprechenden  Formeln  und  Gleichungen  des  § 6 anstatt 
f(t)  die  Zahl  1 zu  setzen. 

Hat  insbesondere  der  Ahnlichkeitsfaktor  der  Systeme  S(P) 
und  S(Pn)  in  jedem  Augenblick  denselben  Wert,  so  ist: 

=c,  f(t)  = A0 t»  + Ax  tn~'  + . . . + An. 

Daß  dieser  Streckungsfaktor  ganz  besonders  ausgezeichnet  ist, 
haben  wir  in  § 1 ausgeführt. 


§ 8. 

Fortsetzung  der  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen. 

Der  Ahnlichkeitsfaktor  der  Punktsysteme  S(Pn)  und  S(Pn+m)  ist: 

+ m) 


Pn,  n-\-m 


f 


(n) 


Wir  erkennen  ohne  weiteres  die  .Richtigkeit  der  Gleichungen: 


Pn,  n-\-m 


m) 


f(.n+ 1)  f 2)  f(n+ 


m) 


f(n) 


f(n)  yKw+i)  ’*  — l) 


Satz:  Zwischen  den  Ähnlichkeitsfaktoren  der  ab- 
geleiteten Punktsysteme  besteht  in  jedem  Augenblick 
die  Beziehung: 

° m 

Pn,  n-\-m  H Pn  + r—l,  n-\-r  • 
r= 1 


Nur  ist  der  Fall  auszuschließen,  daß  f eine  ganze  rationale 
Funktiou  r-ter  Ordnung  ist,  wenn  r<n-\-m  ist. 

Wann  ist  in  jedem  Augenblick: 

(1)  Pn,  m ==Pn  + 1,  w-f-m  + 1 ==Pn-\- 2,  2 ==  • • • ? 


Das  Gleichungssystem  (1)  läßt  sich  schreiben: 

yt*(n  + m)  m + 1)  ) 


(2) 


fW) 


f(.n  + : 


f 


:»+ 2) 
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Hier  wie  auch  bei  den  folgenden  Fragestellungen  kommen  ganze 
rationale  Funktionen  als  Lösungen  nicht  in  Betracht.  Es  möge 
zunächst  gelten: 


(3) 


+ m) 
Kn) 


f 


(n  + m+1) 


(n  + 1) 


oder  f^n  + m) f(n  + 1) — + m + !)  ffa)  = 0. 


Durch  Differentiation  der  letzten  Gleichung  folgt: 

ra  + 1)  _|_  ^(n+m)  f(n  + 2) _ ^(n  + m + 2)  f(ri)_f'(n+m+ 1)  j\n+ 1)_ 

also: 


(ai  + m) 


yKn+ 


m — |-  2) 


(n) 


^•(n  + 2) 


Diese  Schlüsse  können  fortgesetzt  werden.  Wir  erhalten  den 
Satz:  Ist  in  jedem  Augenblick  pn>  n + m = Pn  + i,  n + m + i, 
so  ist  auch  in  jedem  Augenblick:  pn,n  + m = Pn  + i,n  + m + i 
==  Pn  + 2,  n + m + 2 ===  • • • • 

Die  Gleichung  (3)  kann  geschrieben  werden: 


Kn  + 1) 


fW) 


+ m + 1) 


y?(n 


+ m) 


Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration: 

==  ln(f(n  + m >),  + — &/W  = 0. 

Aus  der  letzten  Differentialgleichung  folgt: 

/•(*)  = ^ r_1 +^r-2 C, + C^eKt 

+ ...  + Cmekmt, 

wobei  die  Größen  & die  Wurzeln  der  Gleichung  xm—~k  — 0 sind. 
Die  Größen  A und  C sind  Integrationskonstanten.  Die  Größen  C 
sind  in  geeigneter  Weise  komplex  zu  wählen,  damit  f(t)  reell 
wird.  Infolge  der  Gleichungen  (2)  erkennt  man,  daß  die  Größen  C 
nicht  alle  gleichzeitig  gleich  Null  gewählt  werden  dürfen. 

Satz:  Für  alle  ähnlich  veränderlichen  Systeme,  deren 
f(t)  die  Form  (I)  hat,  ist  in  jedem  Augenblick: 

Pn,  n-\-m  ==Pn  + 1,  n + m + 1 =^Pn-\- 2,  n+m-\- 2 ==  • • • • == 

wobei  & eine  Konstante  bedeutet. 

Dann  gilt  aber  auch,  wie  man  leicht  einsieht: 

Pn,  n + rm  ==  Pn  + 1 , n + rm  + 1 ==  • • • • ==  & > ^ ==  lj  2,  3, . . . . 

Wenn  sind  in  jedem  Augenblick  die  Ahnlichkeits- 
faktoren  Pn,n  + m + n,  v = 0,  1,  2,  ...  Glieder  einer 
geometrischen  Reihe? 
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Es  muß  sein: 

Pn,  n + m z==  W (ß)j  Pn,  n+m+l  z==  w(ß)*pfy\  Pn,n+m+ 2 : 

\p  und  9 9 sind  zunächst  unbekannte  Funktionen. 


Die  angegebenen  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 


f 


(n  + m) 


(»  + m + 1) 


w% 


(n  + m + 2) 


yj(p‘ 


p(n)  'ri  f(n)  m ^(n) 

Gleichwertig  mit  diesem  Gleichungssystem  ist  das  folgende: 


(n  + m + 1) 


f 


(n  + m + 2) 


(4)  cp-- 

j?(n  + m)  j>(n  + m + \)  ’ ' ’ ' 

Das  Gleichungssystem  (4)  hat  dieselbe  Form  wie  dasjenige  (2). 
Nur  ist  n ersetzt  durch  n-\-m  und  m durch  1. 

Das  hingeschriebene  System  besteht  also,  wenn 

f(n  + m + 1)  y?(n  + m + 2) 


ist,  d.  h. 


f 


(n  + m) 


f 


(n  + m + 1) 


f 

ln(Jcf(-n  + m^)  = lnf(n  + m + x) , — 


(n  + m+  1) 


Es  ist  somit: 


(n  + 


Jß. 


(«i 


(pj=Jc,  f^  + m)  = Oe 


kt 


tm  1 + aAm  2 + . . + am  + 


>kt 


km 


)-V=Ot 


kt 


,kt 


f(t)  hat  die  Form: 

(II)  f(t)  = Ajn+™-'  + A^+™~*  + ...  + An+m  + Ce‘ 

Die  Konstanten  C und  lc  dürfen,  wie  aus  (4)  hervorgeht,  nicht 
gleich  Null  gewählt  werden. 

Satz:  Für  alle  ähnlich  veränderlichen  Systeme,  deren 
f(t)  die  Form  (II)  hat,  bilden  die  Ahnlichkeitsfaktoren 
Pn,n  + m + v » v = 0, 1,  2,  . . . in  jedem  Augenblick  die  Glieder 
einer  geometrischen  Reihe.  Der  Quotient  der  Reihe  hat 
in  jedem  Augenblick  denselben  Wert  lc. 

Wenn  das  Gleichungssystem  (4)  erfüllt  ist,  so  gilt  auch: 

^(n-+m)  f(n+-m-+ 1)  ^(n+-m+-  2) 

= X,  1 n 


f(Q) 


Q’ 


f(Q) 


lQcp‘ 


Xq  ist  eine  Funktion  von  t. 


q ist  eine  der  Zahlen  0, 1,  2, 


Es  besteht  aber  auch: 

f(n-+m)  __  ^ f(n+m+l) -- ly. 


f* 


n+-m+-  2)  — 


Xqf1 


wobei  l wieder  eine  Funktion  von  t ist. 
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f(r)(t)=p_lf  r ist  der  Ähniichkeitsfaktor  der  Systeme  S(P) 
und  S(Pr).  S(P)  war  das  Punktsystem  der  als  starr  betrachteten 
beweglichen  Ebene. 

Satz:  Bilden  in  jedem  Augenblick  die  Ahnlichkeits- 
faktoren  pn>  Pn,  Pn,  w+m+2)  •••  die  Glieder  einer 

geometrischen  Reihe,  so  sind  auch  in  jedem  Augenblick 
die  Ahnlichkeitsfaktoren  n + m,  Pq,  n + m+i?  •••  die  Glieder 

einer  geometrischen  Reihe.  Dabei  ist  o eine  der  Zahlen 
1,  0,  1 , 2 . . . 

Wann  bilden  in  jedem  Augenblick  die  Ahnlichkeits- 
faktoren: 

Pn,  n + m + ^ = 0,  1,  2, . . . 

die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe? 

Es  soll  also  sein: 

An  + m)  An  + m + 1)  An  + m + 2) 

<5)  - fw  -=V>’  — Jm — V>  + <P,  — Jw, = V+2<P,- 

Bilden  zunächst  nur  pn>  n + m + y,  v = 0,  1,  2 Glieder  einer  arith- 
metischen Reihe,  so  gilt: 


fin  + m + l)  _ ^(n  + m)  __  f(n  + m + 2)  __  + m + 1)  # 

Dann  gilt  aber  auch,  wie  wir  durch  Differentiation  finden: 

■fin  + m + 2) ^*(n  + m + 1)  ___  ^(n  + m + 3) ^(n  + m + 2) 


USW. 


Ist  die  Gleichung  (6)  richtig,  so  besteht  das  ganze  Gleichungs- 
system (5),  wie  man  leicht  einsieht.  ip  und  cp  sind  zunächst  un- 
bekannte Punktionen. 

Die  Differentialgleichung  (6)  kann  geschrieben  werden: 
j'in  + m + 2)  __  2 f(n  + wi  + 1)  _J_  f(.n  + m)  — f) 


Hieraus  finden  wir: 

f(n  + m)  ——  _j_  Cu  t)e^. 

Es  hat  f(t)  die  Gestalt: 

(III)  f(t)  = A1tr‘  + m-1  + Atn+m-2  + ...  + An+m  + (C1+  Gtt)e*. 

Die  Gleichung  (III)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung  (6) 
und  daher  mit  den  Gleichungen  (5).  Das  Anfangsglied  yj  und 
die  Differenz  p der  arithmetischen  Reihe  lassen  sich  nun  auch 
ohne  Schwierigkeit  angeben. 


45 


Satz:  Für  alle  ähnlich  veränderlichen  Systeme,  deren 
f(t)  die  Form  (III)  hat,  bilden  die  Ähnlichkeits- 
faktoren pn,n  + m + vi  v = 0,  1,  2,  . . . die  Glieder  einer  arith- 
metischen Reihe. 

Ist  die  Gleichung  (6)  richtig,  so  bilden 


.j?(n  + m)  y?(n  + m +‘l)  + m -j-  2) 

füt)  ’ fW)  ’ /(e) 


0 = 0, 1,2,... 


die  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe;  dasselbe  gilt  von 

f(n  i-  m ) ^ + m + 1)  , f(n  + m + 2)  ^ . 

Es  ergibt  sich  der 

Satz:  Bilden  in  jedem  Augenblick pn,n  + m + p,  v = 0,l,  2 
Glieder  einer  arithmetischen  Reihe,  so  sind  PQ,n±mi 
Pq,  n + m + i,  P(),n-tm  + 2,  ^ = — 1,0, 1,2,  ...  die  Glieder  je 

einer  arithmetischen  Reihe. 


§ 9. 

Ähnlich  verwandte  Punktsysteme,  die  bei  Umkehrung  der 
Bewegung  auftreten. 

Die  Bewegungsgleichungen  eines  ebenen  ähnlich  veränder- 
lichen Systemes  lauten: 

(1)  x = a -f-  f(t)  (£  cos  t — t)  sin  t),  y = b-\-  f(t)  (£  sin  t -f-  r\  cos  t). 

Wir  haben  in  jedem  Augenblick  drei  Ebenen  zu  unterscheiden: 
die  feste  Ebene  1 (x,  y ),  die  bewegte  zunächst  als  starr  gedachte 
Ebene  2 (£,  y)  und  die  aus  der  jeweiligen  Lage  von  2 durch 
Streckung  hervorgebrachte  Ebene  3 [£t 

Bei  Umkehrung  der  Bewegung  vertauschen  die  Ebenen  1 
und  3 ihre  Rollen.  Wir  vertauschen  die  Ebenen  1 und  2 und 
bringen  erst  am  Schluß  der  Rechnung  die  Transformation  der 
Ebene  2 in  die  Ebene  3 an.  Als  Gleichungen  der  Bewegung, 
die  sich  aus  der  direkten  durch  Vertauschung  der  Ebenen  1 und  2 
ergibt,  finden  wir  aus  (1): 

^ £ = <h  + FftJ  (x  cos  t±  — y sin  tx), 

rj  z=bl~ |-  F(t±)  (x  sin  tL  + y cos  t±), 

wobei  gilt: 

= F(t±)  (—  a cos  tx  -f-  b sin  t±),  b1  = F(tt)  (—  a sin  t±  — b cos  ^), 

F(t ,) 


fit) 
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Die  Gleichungen  (2)  haben  dieselbe  Form  wie  diejenigen  (1). 
Nur  sind  an  Stelle  der  Größen: 

a,  b,  t,  f{t) 

getreten : 

ti,  F&) 

und  x,  y mit  £,  rj  vertauscht1). 

Resultate,  die  wir  für  die  ursprüngliche  Bewegung  fanden, 
können  wir  analog  für  die  durch  (2)  definierte  Bewegung  angeben. 
Insbesondere  gilt:  Betrachten  wir  alle  Geraden  der  x,  y- Ebene 
durch  den  Punkt  (x0,  y0),  so  gehen  die  Tangenten  der  n-ten 
Evoluten  ihrer  Einhüllenden  in  jedem  Augenblick  durch  den 
Punkt  (SU,  SU). 

Dabei  ist: 


%n  = f*n  + FW{t1) 
$$n=Vn  + FW(t1) 


xQ  cos 
Xq  sin 


{ti+nfj-yosin  (t>+nfj 


ju  = 


dbx 


d2ax 


7 , da* 


n, 


d2\ 


2 dt ? 


1 dtx  2 dt\  1 •’ 

Um  die  entsprechenden  Punkte  der  umgekehrten  Bewegungen  zu 
finden,  haben  wir  nur  noch  die  Transformation: 

fi *h=vm 

vorzunehmen.  Die  den  Punkten  Pn(An,  Bn)  entsprechenden 
Punkte  II‘n  (Sin,  33 n)  der  umgekehrten  Bewegung  haben  also  in 
bezug  auf  das  £,  ^-System  die  Koordinaten: 

. Fm)(h)  L '“-^  + w|)_y0sin  ^1+«|) 


8U,= 


(3) 


33« 


F(tJ 

vn 


F(tx) 

(tx) 


x0 COS | 


F(t})  F(tx) 


x0  sin 


(ii+«^)  + 2/ocos(ii+wf) 


Die  Koordinaten  des  beliebigen  Punktes  (; x0 , y0)  der  ursprünglich 
festen  Ebene  sind: 


(4) 


fi  = ^j  + a5°  cos  t,  — y0  sin  t, , 
Vi  = + x» sin  t + y« cos  tv 


Das  System  der  Punkte  £v  y1  sei  das  System  8(IT^),  wie  das 
System  der  Punkte  91« . 33«  das  System  8(11,',)  genannt  werde. 


J)  Hartmann,  Diss.  (Rostock  1912),  S.  9 und  10. 
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(5) 


Wie  in  § 6 folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  daß  die 
Punktsysteme  S(IIq)  und  $(774)  gleichsinnig  ähnlich  sind,  und 
daß  der  Ahnlichkeitsfaktor  der  beiden  Systeme 


0o,; 


m) 


ist.  Die  Verwandtschaftsgleichungen  und  die  Koordinaten  des 

Ahnlichkeitspunktes  beider  Systeme  lassen  sich  ähnlich  wie  in  § 6 

leicht  aufstellen.  $(774)  ist  gegen  $(770')  im  negativen  Sinne  um  den 

Winkel  gedreht. 

& 

Zu  jedem  Punkt  77q  gehört  ein  Punkt  774 -j-m  (2I4+m> 


9U 


n -f-  m : 


Fit,) 


x„  cos  + (n  + m)|j  - y0  sin  ^ +(n + m) 


"n  + m , 
■Ow  + m — t-,  . , , "r 


TVi) 


F{t,) 


x.  sin 


[tx+{n- 


^ + (w+-w)  |j. 


Ordnen  wir  nun  die  Punkte  774  und  774 + m 


Ho  cos  I 

einander  zu,  die  zu 
demselben  Punkt  77^  gehören,  so  sind  die  Punktsysteme  $(774) 
und  $ (774  + m)  gleichsinnig  ähnlich,  wie  aus  (3)  und  (5)  hervorgeht. 
Der  Ahnlichkeitsfaktor  ist: 

F^n  + m\t,) 

(In,  n + m — ^(n)  • 

Als  Koordinaten  des  Ahnlichkeitspunktes  finden  wir  auf  demselben 
Wege  wie  in  den  §§  6 und  7: 

1 f-ln  + m T jj  1 vn  + m T 

1 ’ “° — P(7)  T?^  ’ 0 — Fit,)  ’ 

je  nachdem  ob  m = 0 oder  m = 2 mod  4 ist,  oder: 


(7) 


TVS'o  =•  (^n  + m ± y(vn  ~ Vn  + m)  + V Vn)> 


NH 


(Vn  + m + y (.Fn  + m — /%)  ~b  <p2  Vn), 

je  nachdem  ob  mffel  oder  3 mod  4 ist.  Dabei  ist  in  (6) 
und  (7)  gesetzt: 


N = 1 -f-  992, 


<P 


Fin+m\t,) 

F(n\t,) 


Damit  die  Punktsysteme  $(774)  und  $(774  + m)  in  jedem  Augenblick 
denselben  Ahnlichkeitsfaktor  haben,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Differentialgleichung  besteht: 

+ = 0. 

Das  allgemeine  Integral  lautet: 
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F{t1)  = Bltln  1+B2tln  2+...  + Bn  + C1eklt'+C2eKti  + ...+  Cmekm\ 

wobei  die  Größen  Tcv\  usw.  die  Wurzeln  der  Gleichung  xm—~k  = 0 
sind.  Der  Streckungsfaktor  f(t)  hat  also  die  Form: 

= Ajn^  + Astn-2  + . . . + An  + Cle-kit  + C2e-kzt+  . . . +CYme“fem<  ‘ 

Damit  f(t)  einen  reellen  Wert  hat,  sind  die  Konstanten  C in 
geeigneter  Weise  komplex  zu  wählen.  Will  man  das  Vorkommen 
komplexer  Größen  vermeiden,  so  hat  man  ganz  ähnlich  vorzugehen 
wie  in  §§  6 und  7. 

Die  Frage,  wann  die  abgeleiteten  Punktsysteme  Sijlf)  und 
8 (Tin  + m)  identisch  verwandt  sind,  läßt  sich  ähnlich  beantworten 
wie  bei  der  direkten  Bewegung. 


§ io. 

Die  ähnlich  veränderlichen  Systeme,  die  den  abgeleiteten 
Punkten  JPn  zugeordnet  werden  können. 


Wie  wir  ausgeführt  haben,  entspricht  jedem  Bahnpunkt  P0  (£0, rjQ) 
ein  Punkt  Pn(xn,yn): 


Xn  = UnPf^(t) 

yn  = VnJrfin}(t) 
wobei  gilt: 


f0cos  (t  + n jj-Vo  sin  [t  + njj 
f0  sin  (t  + n y}+%  cos  (t+nj) 


db  d2a  . 

Un  — a-nx  -jj -nt  -j^  + ■ ■ , 

7 . da  d2b 

vn  = b + nlW-n2l[w-... 

Wir  können  auch  schreiben: 

xn  = un  + fW  ( t ) (f  cos  t — r}  sin  t) , 
Vn  = Vn  + f&>  (t)  (|  sin  t + 7)  cos  t), 


(1) 


wenn  unter  £,  r\  die  Ausdrücke  verstanden  werden: 

(la)  f=f0cos|w|-j-)?0sin  rj  = £0  sin  (n  + % cos  (n  yj. 

Die  Gleichungen  (1)  sind  die  üblichen  Bewegungsgleichungen 
eines  ebenen  ähnlich  veränderlichen  Systemes.  Die  Funktionen 
un,  vn  sind  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes  des  betreffenden 
Systems,  die  Funktion  fW(t)  ist  sein  Streckungsfaktor. 
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Die  Punktsysteme  S(Pn)  kontinuierlicher  Systemlagen  — n ist 
natürlich  im  Laufe  der  Bewegung  immer  dieselbe  Zahl  — können 
erhalten  werden,  indem  man  die  ähnlich  veränderliche  Ebene  £,  r$ 
die  Bewegung  (1)  ausführen  läßt,  die  wir  kurz  die  n- te  abgeleitete 
Bewegung  nennen  wollen.  Zu  jedem  Punkt  P0  der  Ebene  £0, 
gehört  nach  (la)  ein  Punkt  der  Ebene  £,  rj.  Der  Punkt  £,  rj 
fällt  in  jedem  Augenblick  mit  dem  zu  P0  gehörigen  Punkt  Pn 
zusammen. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  t erhalten  wir: 


(2) 

oder: 


— u‘n-\-  f^n  + (£  cos  t—  rj  sin  (|  sin  t + rj  cos  t) , 

— v'n  + f(n  + 1}  (£  sin  t + rj  cos  t)  + f{n)  (£  cos  t—  r\  sin  t) 

d x + i) 

— = u‘n  + (xn-Un)  - (y-Vn), 


dy, 


+ 1) 


dt 


f 


(n) 


(yn-Vn)+(Xn  — Un)- 


Zur  Bestimmung  des  Momentanpoles  der  n-ten  abgeleiteten  Be- 


wegung haben  wir 


dxn 

dt 


und 


dV , 
dt 


gleich  Null  zu  setzen.  Indem 


wir  die  so  erhaltenen  Gleichungen  nach  xn  und  yn  auflösen,  er- 
halten wir  als  Koordinaten  des  gesuchten  Poles: 


x, 


(0) 


= un—  fW 


Vn  =Vn  + fW> 


Uy 


a — n. 


db 
1 dt 


n, 


d2a 
2 ~dt 2“ 


fWv'n  + fin  + D^n 

(f(n  + l)y  ’ 

f{nK~fin  + 1)v'n 
da 


Vn  = b 


n 


1 dt 


n, 


dn 

2 dt2 


Das  sind  aber  die  Koordinaten  des  Punktes  (vergl.  Satz  S.  3), 
der  zugleich  Ahnlichkeitspunkt  der  beiden  Systeme  S(Pn)  und 
S(Pn+ 1)  ist.  Wir  gelangen  zu  dem 

Satz:  Der  Ahnlichkeitspunkt  des  n-ten  und  (w  + l)-ten 
abgeleiteten  Punktsystemes  ist  in  jedem  Augenblick 
identisch  mit  dem  Pol  der  n- ten  abgeleiteten  Bewegung. 

Alle  Gesetze  über  die  Bewegung  ähnlich  veränderlicher 
Systeme  gelten  natürlich  auch  für  unsere  n-te  abgeleitete  Be- 
wegung, insbesondere  die  Theorie  von  den  Einhüllenden  der 
Systemgeraden.  Hierdurch  werden  wir  wieder  zu  den  abgeleiteten 
Bewegungen  der  n- ten  abgeleiteten  Bewegung  geführt. 


Carl. 


4 
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Die  m- te  abgeleitete  Bewegung  der  w-ten  abgeleiteten  Be- 
wegung bat  die  Bewegungsgleicbungen : 

Xn,  rn  = Un,  m + f(n  + m>  (£'  cos  t — r\l  sin  t), 

Vn,  m = Vnt  m + f<n  + m>  (£'  sin  t + Y}1  COS  t), 


wobei  gesetzt  ist: 

Mn,  m — Mn  Vfi  %n  , Vn>  m — Vn  "j-  VI  ^ Un  YYl^  V n . . . , 
£‘  = £ cos  [m  — *]  sin  {m  , rj1  = £ sin  [m  yj  + rj  cos  {m  yj 

Da  die  Kelationen  gelten: 

Mn  + 1 = Mn  Vn,  Vn  4.  i = Vn  -J-  u‘n , 
läßt  sich  zeigen,  daß  gilt: 

Mn,  rn  = a— (n  + m)i  — (n  + m)2  + . . . ==  Mn+m, 

vn,m^b  + (yi  + m)1~  — (nJr m\  — ...==  vn  + m. 

Weiter  ist  aber: 

£‘  = £0  cos  (w  + m)  y - y0  sin  (n  + m)  y , 

(3a) 

V = £0  sin  (w  + m)  y + ??ft  cos  (w  + m)  y . 

Die  Gleichungen  (3)  können  somit  geschrieben  werden: 

= + COS  t— rj'smt), 

Vn,  m = Vw  + m + (£'  sin  £ + 17 ' cos  0, 

wobei  die  Werte  (3a)  haben.  Es  ist  also: 


Xn,  m — Xn  + m j Hn,  m — Vn  4-  m > 

d.  h.  die  Gleichungen  (4)  sind  die  Bewegungsgleichungen  der 
(w-j-m)-ten  abgeleiteten  Bewegung  der  ursprünglichen.  Wir  finden 
daher  den 

Satz:  Bei  jeder  Bewegung  eines  ebenen  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  ist  die  m-te  abgeleitete  Bewegung 
der  w-ten  abgeleiteten  Bewegung  identisch  mit  der 
(wfi-m)-ten  abgeleiteten  Bewegung. 

Die  Gesamtheit  der  Funkte  Pn  — n konstant  — , die  im 
Laufe  der  Bewegung  zu  dem  Bahnpunkt  P0  gehören,  erfüllen 
eine  Kurve,  die  Pn-Bahn,  die  zum  Funkt  P0  gehört.  Die  P0- 
Bahn  ist  die  Bahnkurve  des  Funktes  P0.  Denken  wir  an  die 
Theorie  des  Wendekreises  und  der  Kreispunktkurve,  so  können 
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wir  mit  Rücksicht  auf  utisere  Darlegungen  ohne  weiteres  die 
Sätze  aussprechen: 

1.  Sämtliche  Punkte  P0,  P±,  P2,  . . . , die  augenblicklich 
Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passieren,  liegen  in  jedem 
Augenblick  auf  je  einem  Kreis,  der  in  eine  Gerade  aus- 
arten kann.  Im  allgemeinen  gibt  es  in  jedem  Augenblick 
nur  je  einen  Punkt  P0,  P1,  P2,  . . dessen  Bahn  in  diesem 
Augenblick  eine  mehr  als  dreipunktig  berührende 
Tangente  besitzt. 

Soll  ein  Punkt  Pn  eine  mehr  als  vierpunktig  berührende 
Bahntangente  besitzen,  so  müssen  gewisse  angebbare  Bedingungen 
erfüllt  sein,  die  sich  leicht  aus  denen  herleiten  lassen,  die  Hart- 
mann  aufgestellt  hat  für  den  Fall,  daß  n — 0 ist,  d.  h.  wenn 
es  sich  um  einen  Punkt  des  vorgelegten  ähnlich  veränderlichen 
Systems  handelt. 

2.  Sämtliche  Punkte  P0,  P1?  P2,...,  die  augenblick- 
lich eine  Bahnstelle  mit  vierpunktig  berührendem 
Krümmungskreis  durchlaufen,  liegen  in  jedem  Augen- 
blick auf  je  einer  bizirkularen  Kurve  4.0rdnung.  Sie  hat 
im  Pol  der  n-ten  abgeleiteten  Bewegung  einen  Doppel- 
punkt und  berührt  in  ihm  die  Tangente  und  Normale 
der  n-ten  abgeleiteten  Polbahn.  In  jedem  Augenblick 
gibt  es  im  allgemeinen  je  fünf  Punkte  P0,  Pv  P2,  ... , die 
momentan  eine  Bahnstelle  mit  fünfpunktig  berührendem 
Krümmungskreis  beschreiben. 

Dabei  ist  natürlich  unter  n-ter  abgeleiteter  Polbahn  die  Pol- 
bahn der  n-ten  abgeleiteten  Bewegung  zu  verstehen,  wie  wir  den 
Pol  der  n-ten  abgeleiteten  Bewegung  auch  kurz  den  n-ten  ab- 
geleiteten Pol  nennen  wollen. 

Die  Gleichungen  der  erwähnten  Kurven  sind  für  die  ur- 
sprüngliche Bewegung  von  Hartmann  aufgestellt  worden.  Sie 
lassen  sich  für  die  abgeleiteten  Bewegungen  nach  Analogie  ohne 
weiteres  hinschreiben.  So  lautet  z.  B.  die  Gleichung  des  Kreises, 
auf  dem  alle  Punkte  Pn  — n konstant  — liegen,  die  augen- 
blicklich einen  Wendepunkt  ihrer  Bahn  passieren,  bezogen  auf 
das  x , ^/-System: 


wobei  gesetzt  ist: 


4* 
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(fW>) 2 4.  2(/,(w  + 1))2  — fW)f(n-\-2) 

A=  (j{n)y  + (fin+iyy 

und  x^\  y{^  die  Koordinaten  des  w-ten  abgeleiteten  Poles  bedeuten.. 

Die  Punktsysteme  $(P0)  und  S(Pn)  sind  gleichsinnig  ähnlich. 
Es  entspricht  also  jeder  Kurve  des  Systemes  S(Pn)  eine  ihr 
ähnliche  des  Systemes  S(P0).  Wir  gelangen  daher  zu  dem  weiteren 
Satz:  In  jedem  Augenblick  liegen  sämtliche  Bahn- 
punkte, zu  denen  Punkte  P1,P2,P3,  ...  gehören,  die  augen- 
blicklich eine  Bahnstelle  mit  einer  Wendetangente  be- 
schreiben, auf  je  einem  Kreise,  sämtliche  Bahnpunkte 
hingegen,  zu  denen  Punkte  P1?  P2 , P3  . . . gehören,  die 
augenblicklich  eine  Bahnstelle  mit  vierpunktig  be- 
rührendem Krümmungskreis  beschreiben,  auf  je  einer 
bizirkularen  Kurve  4.  Ordnung. 

Für  die  ursprüngliche  Bewegung,  wie  auch  für  jede  abgeleitete 
Bewegung  existiert  in  jedem  Augenblick  ein  Rückkehr-  und 
Wendekreis.  Beide  berühren  sich  und  die  n- te  abgeleitete  Pol- 
bahn  im  n- ten  abgeleiteten  Pol  der  betreffenden  Systemlage. 

Der  Punkt  der,  wie  wir  gesehen  haben,  mit  dem  ersten 
abgeleiteten  Pol  identisch  ist,  liegt  auf  dem  Rückkehrkreis  der 
ursprünglichen  Bewegung,  wie  Hartmann  bemerkte.  Der  Punkt  ^ 
der  w-ten  abgeleiteten  Bewegung,  d.  h.  der  (n-j-l)-te  abgeleitete 
Pol,  liegt  auf  dem  Rückkehrkreis  der  n- ten  abgeleiteten  Bewegung. 
Durch  ihn  geht  aber  auch  der  Rückkehrkreis  der  (n  -f-  l)-ten  ab- 
geleiteten Bewegung.  Es  folgt  der 

Satz:  Der  eine  reelle  Schnittpunkt  der  Rückkehr- 
kreise der  w-ten  und  (w-f-l)-ten  abgeleiteten  Bewegung 
ist  in  jedem  Augenblick  der  (n-\-  l)-te  abgeleitete  Pol. 

Abgesehen  von  der  bloßen  Translation  oder  Ruhe  charakteri- 
sieren die  Gleichungen: 

x = a + f(t)  (|  cos  t—Yj  sin  t) | 
y=b- f f(t)  (£  siu  t + rj  cos  t), 

wobei  a,b  Funktionen  des  Drehwinkels  sind,  sämtliche  Bewegungen 
eines  ebenen  ähnlich  veränderlichen  Systems.  Hat  f(t)  die  Form: 

f(t)  = A*n  ~ 1 + A2  tn~2  + • • • + An, 
so  besteht  die  (n  — l)-te  abgeleitete  Bewegung  in  der  Bewegung 
eines  starren  Systems.  Alle  höheren  abgeleiteten  Bewegungen 
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sind  keine  eigentlichen  Bewegungen  mehr,  da  für  m^n  das  m- te 
abgeleitete  Punktsystem  mit  dem  Punkt  Wm  (um,  vm)  zusammen- 
fällt. Ist  eine  abgeleitete  Bewegung  keine  eigentliche  Bewegung, 
so  sind  alle  höheren  abgeleiteten  Bewegungen  ebenfalls  keine 
eigentlichen  Bewegungen.  Ist  eine  abgeleitete  Bewegung  eine  Be- 
wegung eines  starren  Systems,  so  sind  alle  höheren  abgeleiteten 
Bewegungen  keine  eigentlichen  Bewegungen. 

Hat  f(t)  die  angegebene  Gestalt  und  soll  der  Punkt 
{ um , vm),  zu  welchem  dann  das  m-te  abgeleitete  Punktsystem  für 
m^>n  dauernd  zusammenschrumpft,  in  Ruhe  sein,  so  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  gilt: 

um  = ct,  vm  = c2, 


Die  Größen  a,  b bestimmen  sich  aus  den  beiden  simultanen 
Differentialgleichungen : 


db 

a — m.  -rr  — W20 
1 dt 


d2a 

~dW 


. = C 


1 ? 


7 . da 

h+mi  -w-m* 


dH 

dt* 


Bfc1) 


Sehen  wir  von  dem  Pall  fW>==.  0 ab,  so  bestehen  alle  abgeleiteten 
Bewegungen  in  der  Bewegung  je  eines  ähnlich  veränderlichen 
Systems.  Die  Bewegungsgleichungen  haben  die  Form  (1).  Der 
Drehwinkel  t dieses  Systems,  welcher  gleichzeitig  Drehwinkel  des 
Yorgelegten  ähnlich  veränderlichen  Systems  ist,  ist  veränderlich, 
so  daß  die  Gleichungen  (1)  nicht  ein  in  Ruhe  oder  Translation 
befindliches  System  repräsentieren  können.  Wir  gelangen  zu  dem 

Satz:  Führt  ein  ähnlich  veränderliches  System  eine 
beliebige  Bewegung  — abgesehen  von  der  Translation  — 
in  der  Ebene  aus,  so  können  die  Punktsysteme  S(Pn) 
kontinuierlicher  Systemlagen  durch  Bewegung  eines 
ähnlich  veränderlichen  Systems  erzeugt  werden.  Diese 
letztgenannte  Bewegung  kann  nie  in  der  Translation  oder 
in  der  Ruhe  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  be- 
stehen. Das  n- te  abgeleitete  Punktsystem  S(Pn)  kann 
jedoch  ständig  zu  einem  Punkt  zusammen  schrumpfen, 
der  dann  insbesondere  in  Ruhe  bleiben  kann. 

Es  ist  einleuchtend,  daß  von  abgeleiteten  Punktsystemen  S{Pn) 
hei  bloßer  Translation  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  in 
unserem  Sinne  nicht  mehr  die  Rede  sein  kann,  da  ja  alle  Geraden 


Vgl.  Anmerkung  S.  40. 
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dann  nur  Parallelverschiebungen  erleiden  und  von  einer  eigent- 
lichen Einhüllenden  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Bei  der  Untersuchung  der  umgekehrten  Bewegung  eines 
ähnlich  veränderlichen  Systems  gehen  wir  wie  in  § 9 von  den 
Bewegungsgleichungen  aus: 

f = % + -F&Ha:»  cos  f,  — y»  sin  tt), 
foj 

V = K + F(tt)  (x0  sin  ^ + y0  cos  f,), 
wobei  gesetzt  ist: 

a1  = F(ti)(—a  cos  -b  sin  tx),  b1  = F{t1)(—a  sin  t1  — b cos 

(6)  k—*, 

Am  Schlüsse  der  Rechnung  haben  wir  noch  die  Transformation: 

vl=vm 

vorzunehmen.  Für  ein  bestimmtes  Wertepaar  x0,  y0  wird  durch 
die  Gleichungen  (5)  eine  Kurve  dargestellt,  deren  jeweilige  Phase 
die  Bahnkurve  des  Punktes  x0,  y0  im  ähnlich  veränderlichen 
System  ist. 

In  jeder  Systemlage  läßt  sich  ein  beliebiger  Punkt  auffassen 
als  die  augenblickliche  Lage  eines  Punktes  P0  des  bewegten 
Systems.  Zu  ihm  gehört  die  Reihe  der  Punkte  Pn , n=  1,2,3... 
Fassen  wir  aber  den  genannten  Punkt  als  die  augenblickliche 
Lage  eines  Punktes  x0,  y0  der  festen  Ebene  in  bezug  auf  das 
ähnlich  veränderliche  System  auf,  so  gehört  zu  ihm  die  Reihe 
der  Punkte  77^,  n = 1,2,3,...,  deren  Koordinaten  in  bezug  auf 
das  £,  ^-System  lauten: 

(7)  £n==£nf(t))  yn:==r]nf(t)) 
wobei  gilt,  wie  nach  dem  früheren  ersichtlich  ist: 


in  = Mn  +FW (A)  %(, cos ^ + w yj - y0  sin  ^ + «|J 
iin  ^ + n + y0  cos  ^ +»|J 


(8)  Vn=vn+FM(tl) 


clb i d2a,  . 7 , da,  d2b, 

Mn=a-n1—-n^  + ...,  Vn  = il  + ni  — -n, 


dt 


Die  Punkte,  deren  Koordinaten  |w,  rjn  sind,  mögen  die  Punkte 
77n,  w = 0, 1,  2, ...  genannt  werden.  Lassen  wir  t alle  Werte  an- 
nehmen, so  beschreiben  die  Punkte  IIn  je  eine  Kurve,  deren  je- 
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weilige  Phase  die  77^- Kurve  ist.  Die  I70'-Kurven  sind  nichts  anderes 
als  die  Bahnkurven  der  umgekehrten  Bewegung. 

Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  schreiben: 


Wir  können  jetzt  ähnliche  Resultate  finden  wie  bei  der  direkten 
Bewegung.  Dieselben  gelten  zunächst  für  die  Punkte  Iln  und 
die  Z7n-Kurven.  Da  wir  aus  den  Punkten  ün  und  den  77^-Kurven 
die  Punkte  IJ‘n  und  77^-Kurven  erhalten,  indem  wir  die  Trans- 
formation ==  £n  f(t) , rjn  = rjnf(t)  vornehmen,  so  erkennen  wir, 
daß  Aussagen  über  Wendepunkte,  mehrfach  berührende  Tangenten 
und  Krümmungskreise  erhalten  bleiben.  Wir  können  somit  die 
Sätze  aussprechen: 

Alle  Punkte  I7o,  77i,  772,...,  die  augenblicklichWende- 
punkte  der  77q,  77f,  772,  ..  .-Kurven  durchlaufen,  liegen  in 
jedem  Augenblick  auf  je  einem  Kreis,  der  in  eine  Gerade 
ausarten  kann.  Im  allgemeinen  gibt  es  in  jedem  Augen- 
blick nur  je  eine  Z7o,  ITf,  772,  ..  .-Kurve,  die  in  dem  Punkt 
Z7o,  TZf,  772 , ...  der  betreffenden  Lage  eine  vierpunktig 
berührende  Tangente  besitzt. 

Diejenigen  Punkte  Tß,  TZf, 772, . . .,  deren  entsprechende 
77o,  IJ{,  772,  ...-Kurven  in  denselben  vierpunktig  berührende 
Krümmungskreise  haben,  liegen  in  jedem  Augenblick  auf 
je  einer  bizirkularen  Kurve  4.  Ordnung. 

In  jedem  Augenblick  gibt  es  im  allgemeinen  je  fünf 
Punkte  77o,7Zi,772,..., deren  entsprechende  Kurveninihnen 
fünfpunktig  berührende  Krümmungskreise  besitzen. 

Alle  übrigen  Resultate,  die  wir  bei  der  direkten  Bewegung 
gefunden  haben,  gelten  entsprechend  für  die  durch  die  Gleichungen 
(5)  definierte  Bewegung.  Die  Übertragungen  auf  die  indirekte 
Bewegung  werden  jedoch  infolge  der  noch  vorzunehmenden 
Transformation  weniger  übersichtlich,  so  daß  wir  dieselben  hier 
nicht  anführen  wollen. 


(9) 


£n  ==  f^n  H~  ^(n)  Üi)  ( oc  cos  — y sin  Zj, 
Vn  = vn  + {%  Sin  ^ + y cos 


wobei  gesetzt  ist: 
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§ 11. 

Die  gegenseitige  Abhängigkeit  der  augenblicklichen  Lage  der 
Punkte  JPn  bez.  il?l  und  der  JPn- Bahnen  bez.  JT/Z- Kuryen. 


Die  Koordinaten  des  Punktes  Pn,  der  zum  Bahnpunkt  Po(|0,  rj0) 
des  ähnlich  veränderlichen  Systems  gehört,  lauten: 


xn  = un  + f& 


(i) 


Vn  — Vn~{-  f 


(n) 


o cos (t  + njJ-  y0s\n(t  + n^ 
o sin  (i'r»  f|  + %cos(^  + « f) 


wobei  gesetzt  ist: 


db  d2a  , 7 , da  d2b 

un  = a-n,-rT-ne>-r^  + ...,  vn  = b + nl-^  — n. 


1 2 
Durch  Differentiation  kommt: 


1 dt  2 d£2 


dt 


= ^ + /•<"+«  |0  sin  (f  + («  - 1)7)  + Vo  cos  (<  + («+  1)  y) 


+ f' 


ln) 


,/■(«+!) 


+ f 


( n ) 


fo  sin  ^ M y)  - % cos  (<  + w d 
-f0oos|i  + (w+l)yj  + % sin|i  + (w+l)|-j 
io  cos  ^ + w |-j  — % sin  + « yj 


Bedenken  wir  noch,  daß  die  Beziehungen  bestehen: 


dv, 


Mn+i  — - Mn 

so  finden  wir: 

Xn-~=U„^1+f<-n+1) 

yn+dJf  =Vn  + l+  f(n+1) 


n 

dt  7 


+1  — H“ 


d%ly 


dt  7 


focos^+(«+1)f)  — Vo  sin(<+(w  + l)^ 
io  sin  (t+(n  + 1)  + jj0 cos  (<+  (w  + 1) 


Es  gilt  somit: 

dyn  dxn 

(2)  xn +i  = xn  — — , yn +1  = yn  ff-  . 

Da  u0  = a , v0  = b ist,  sind  für  n = 0 die  Koordinatenwerte  (1) 
diejenigen  der  Momentanlage  des  Punktes  P0. 

Infolge  der  Beziehungen  (2)  gelangen  wir  durch  leichte 
Rechnung  zu  dem 

Satz:  Sind  x{V  y0  die  Koordinaten  des  Bahnpunktes 
P0  im  ruhenden  System,  so  lassen  sich  die  Koordinaten 
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des  w-ten  von  P0  abgeleiteten  Punktes  Pn  in  die  Form 
bringen : 


(i) 


xn 


Vn  = y0- 


1 dt 
dxa 

nA  -A 

1 dt 


,n  +(-irn, 

n*  dP  •••+(  l)n2rdt?r 


Bedeuten  bei  starren  Systemen  x0,  y0  die  Koordinaten  des  Poles, 
xn,  yn  diejenigen  des  n- ten  Rückkehrpoles,  so  bestehen  die  soeben 
hingeschriebenen  Gleichungen,  wie  zum  Vergleich  angeführt  sei1). 

Der  Kreis,  der  über  PnPn+1  als  Durchmesser  beschrieben  ist, 
soll  der  Kreis  Kn  heißen,  der  zum  betreffenden  Systempunkt  P0 
gehört.  Auf  Kn  liegen,  wie  ausgeführt,  die  Punkte  der  w-ten 
Evoluten,  die  zu  den  Berührungspunkten  der  Einhüllenden  mit 
den  entsprechenden  Geraden  des  Systemstrahlbüschels  mit  dem 
Träger  P0  gehören. 

Aus  den  Relationen  (2)  folgt: 

Xn  + y‘n  = (xn  +1  — Xn)2  + (yn  +1  — yn)2, 

wobei  die  Striche  Differentiationen  nach  t bedeuten. 

Verstehen  wir  unter  sn  die  Bogenlänge  der  Pn-Bahn  und 
unter  dn  den  Durchmesser  des  Kreises  Kn , so  erhalten  wir  dem 
absoluten  Betrage  nach: 

(3)  tf4. 


Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  die  Ableitung  der 

Bogenlänge  einer  Pn-Bahn  nach  dem  Drehwinkel  im 
betreffenden  Punkte  Pn  der  Systemlage  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  Kn  der  zu  demselben  System- 
punkt P0  gehört.  ^ 

Ist  dn  = 0,  so  ist  auch  - ~ — 0 und  umgekehrt.  Es  gilt 
somit  der 

Satz:  Fallen  in  einer  Systemlage  die  zu  einem 

Bahnpunkte  gehörigen  Punkte  Pn  und  Pn+1  zusammen, 
so  hat  die  betreffende  Pn - B a h n im  genannten  Punkte 
Pn  eine  Spitze  und  umgekehrt. 

Die  Beziehungen  (2)  ergeben  die  weiteren: 

Xn+lVn  ~ X'ny'n+i  = ~ (x'nx'n  -f  IJ^n)  = (xn  ~ Xn+1)(yn+  2 — yn+ 1) 
Q/n  yn  + l)  (xn  +2  Xn  +i)  = 2 Jn  +i , 


J)  Carl,  Diss.,  S.  24. 
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wobei  gesetzt  ist: 


%n  Vn  1 
^n-\- 1 2/n-j-i  1 . 

%n+2  Vn+2 1 


Es  gilt  also: 


oder: 


1 d 


(x'n  + y'n)  — 2 J7 


2 dt 


n+ 1? 


Nim  ist  aber: 


(3) 


^ Sn  fi  PP 

^ ^ — M' n — J-  n-t  n + 1 • 


Mithin  ist  — wieder  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  — : 


d*sn  _ 2 Jn+1 
d fi  dn 


'n  + 1 j 


wenn  ln+±  das  von  Pn_ (_2  auf  PnPn+ 1 gefällte  Lot  bedeutet. 


der  Bogenlänge  einer  PM-Bahn  nach  dem  Drehwinkel  im 
betreffenden  Punkte  Pn  der  betrachteten  Lage  gleich 
dem  vom  entsprechenden  Punkte  Pn-\-2  auf  PnPn  + i ge- 
fällten  Lot. 

Im  allgemeinen  ist  der  mit  dem  Momentanpol  zusammen- 
fallende Systempunkt  der  einzige  der  betreffenden  Lage,  der  eine 
Spitze  seiner  Bahn  durchläuft.  Denken  wir  an  die  von  uns 
definierten  abgeleiteten  Bewegungen,  so  erhalten  wir  den 

Satz:  Nur  die  mit  den  n- ten  abgeleiteten  Polen  zu- 
sammenfallenden Punkte  Pn  durchlaufen  im  allgemeinen 
Spitzen  ihrer  Bahnen  und  fallen  gleichzeitig  mit  den 
entsprechenden  Punkten  Pn+ 1 zusammen.  Dabei  kann 
n — 0, 1,  2 . . . sein. 

Liegen  in  einem  Augenblick  die  zu  einem  Systempunkt  P0 

gehörigen  Punkte  Pn , Pn+i,  Pn+ 2 auf  einer  Geraden,  ohne  daß 

ds 

Pn  und  Pn+ 1 zusammenfallen,  sodaß  also  nicht  Null  ist,  so 
ist  nach  (4)  für  diesen  Augenblick: 


Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  die  zweite  Ableitung 
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Wir  betrachten  wieder  drei  Punkte  Pn , Pn+i,  Pn+ 2,  die  zu  einem 
Systempunkt  P0  gehören.  Fällt  in  einem  Augenblick  Pn+ x mit 
Pn-\- 2 zusammen,  jedoch  nicht  mit  Pn j so  hat  die  entsprechende 
Pw+i-Bahn  in  diesem  Augenblick  eine  Spitze,  jedoch  nicht  die 

PM-Bahn.  Da  Pn+ ± mit  Pn+ 2 zusammenfällt,  so  ist  Jn+i  — 0, 
d s 

also  ist  nach  (4),  da  — -A=j=0  ist, 

& X 


d.  h.:  Hat  in  einem  Augenblick  eine  Pw_|_i-Bahn  eine  Spitze, 
jedoch  nicht  die  dazugehörige  Pn-Bahn,  so  ist  für  diese  Systemlage 
die  zweite  Ableitung  dieser  P^-Bahn  nach  dem  Drehwinkel 
gleich  Null. 

Der  Richtungskoeffizient  der  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn 
und  Pn. pi,  die  zu  demselben  Punkte  P0  gehören,  ist  nach  (2): 

Vn+ 1 Vn  xn 

xn  + 1 xn  Vn 

Die  Richtungskonstante  der  Tangente  der  P^-Bahn,  die  zu  unserm 
Punkte  P0  gehört,  ist: 


Bedenken  wir,  daß  der  Kreis  Kn  über  PnPn  + 1 als  Durchmesser 
beschrieben  ist,  so  gelangen  wir  ohne  weiteres  zu  dem 

Satz:  In  jedem  Augenblick  berührt  jede  Pw-Bahn 
den  zu  demselben  Systempunkt  gehörigen  Kreis  Kn  der 
betrachteten  Lage  im  betreffenden  Punkt  Pn. 

Der  Krümmungsradius  einer  P^-Bahn  hat  den  Wert: 

__  (xn  + Vn)^ 

QU  ynx‘n—xny‘n  ' 

Erwägen  wir  die  Beziehungen  (2),  so  erhalten  wir  nach  kurzer 
Rechnung: 


VnXn- 


PnVn 


+ yn—XnXn  + i — y‘ny‘n  + -. 


oder: 

(5)  y.nXn  Xnyn  = d n ( yn+2  yn+i)(j/n+l  — yv)  — ( Xn+2  — Xn  +1) (ocn  +1  — Xn). 


Sind  Größe  und  Richtung  der  beiden  Vektoren  PnPn  + i und 
Pn+iPn+2  gegeben  durch  dn,  opn  bez.  dn+ 1?  cpn+1,  so  gelten  die 
Gleichungen: 
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Un-\-2  Vn-\- 1 ==  4 + 1 sin  (pn- j_i, 

Vn-\- 1 Vn  — 1 4 SlU  (pni 
X n + 2 -f- 1 4 + 1 COS  <£>n i , 

Xn  + 1 Xn  ===-  4 COS  (pn . 

Die  Gleichung  (5)  geht  somit  über  in: 

Vn^n  Xnyn  ==  & n 44  + 1 COS  (9%  + i 9 ?n)* 


In  dieser  Gleichung  kommt  nur  der  absolute  Wert  von  (pn+1—<pn 
in  Betracht.  Setzen  wir: 


so  ist: 


yjn+1=  180°—  | (pn  + i — (pn\ , 

VnXn  — Xnyn  — 4 + 44  + 1 COS  ^n+1- 


Auch  hier  brauchen  wir  nur  den  absoluten  Betrag  von  ^n+i.  in 
Betracht  zu  ziehen,  sodaß  wir  unter  ipn+i  verstehen  können: 

Wn  + l — I 180°—  | (fn  + 1—  <pn  I | . 


•^w  + i ist  stets  kleiner  als  180°,  höchstens  gleich  180°,  da 
O 0 | cpn  + 1 — <pn  | 360 0 ist,  sodaß  nach  der  üblichen  ßezeichnungs- 

weise: 

yJn-\- 1 ==  -A  PnPn-\-lPn-\-2 


ist.  Der  Krümmungsradius  unserer  P„-Bahn  hat  somit  den  Wert: 

(n)  e„  = 


dn 


dn  + 4 + 1 cos  V'w  + 1 


Die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  unserer  Pw-Bahn 
lauten : 

(O  u = xn-^ry'„,  v = ijn  + ^rx1n, 

wenn  unter  A7,  M die  Funktionen  verstanden  werden: 

N=  Xn  + 42,  M = VnXn  — Xnyn  • 

Mit  Rücksicht  auf  unsere  vorhergehende  Betrachtung  ist: 

(8)  1= ± . 

M cln  + 4+i  cos  xpn  + 1 

Die  Koordinaten  des  betrachteten  Punktes  Pn  + i sind: 

(9)  xn  + 1 = xn—y‘n,  yn  + i = ynJrx'n. 

Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (9)  geht  hervor,  daß  der 
Punkt  Pn  mit  dem  Krümmungsmittelpunkt  der  Pn-Bahn  und 
dem  Punkte  Pn+±  auf  einer  Geraden  liegen,  und  daß  der  ge- 
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nannte  Krümmungsmittelpunkt  und  der  Punkt  Pn+1  auf  derselben 
Seite  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Punktes  Pn  liegen, 
je  nachdem  ob  -^<0  ist. 

Die  Gleichung  (8)  besagt  jedoch,  da  dn,  dn+1  positive  Größen 
sind,  daß  ^<0  ist,  je  nachdem  ob  dn  + dn+1  cos  ipn+i  < 0 ist. 

Aus  unserer  Betrachtung  folgt  nun  mit  Rücksicht  auf  die 
Formeln  (I)  und  (6)  eine  einfache  Konstruktion  der  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Pn- Bahnen,  wenn  die  Punkte  Pn  bekannt  sind. 


Konstruktionsbeschreibung: 


Es  seien  die  zu  demselben  Systempunkt  gehörigen  Punkte 
Pn , Pn+ 1,  Pn  +2  gegeben.  Wir  ziehen  die  Verbindungslinie 
PnPn  + 1 und  fällen  von  Pn  + 2 aus  auf  PnPn  + 1 das  Lot  Pn  + 2AT 
beschreiben  um  Pn  + i mit  dem  Radius  PnjrlA  den  Kreis,  der 
PnPn  + 1 zum  zweiten  Male  in  B treffe,  ziehen  durch  Pn  eine 
beliebige  Gerade  und  tragen  auf  ihr  nach  derselben  Seite  oder 
nach  entgegengesetzten  Seiten  von  Pn  die  Strecken  PnP‘n  + 1 
= PnPn  + 1 und  PnB  =PnB  ab,  je  nachdem  ob  Pn  + 1 und  B 
auf  derselben  Seite  von  Pn  liegen  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  Pn.  Dann  verbinden  wir  Pn  + i und  B ' geradlinig 
und  ziehen  zu  Pn  + 1B‘  durch  P'n  + i die  Parallele,  welche  PnPn  + 1 
in  P treffe.  Dann  ist  P der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt. 

Mit  Hilfe  der  Formel  (II)  und  der  sich  anschließenden  Be- 
merkungen läßt  sich  der  Satz  beweisen: 

Steht  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn  und  Pn  + 1 
senkrecht  auf  derjenigen  der  Punkte  Pn  + i nnd  Pn  + 2 , so 
ist  der  Punkt  Pw  + i Krümmu ngsmittelpn nkt  der  Pw-Bahnr 
der  zum  Punkt  Pn  der  betreffenden  Lage  gehört,  und 
umgekehrt.  Bilden  hingegen  die  Verbindungslinien  von 
Pn  und  Pn  + 1 einerseits  und  Pn  und  Pn  + 2 andrerseits 


62 


einen  rechten  Winkel,  so  ist  der  Kreis  Kn  Krümmungs- 
kreis der  Pn- Bahn,  der  zum  Punkt  Pn  der  betreffenden 
Lage  gehört,  und  umgekehrt. 

Die  gefundenen  Resultate  gelten  bei  starren  Systemen,  wenn 
an  Stelle  von  „Punkt  Pnil  und  ,,PW-B ahn“  gesetzt  werden  „n-tev 
Rückkehrpol“  und  ,.n- te  Rückkehrpolbahn“  x). 

Hinsichtlich  der  zweiten  Schnittpunkte  der  Kreise  Kn  lassen 
sich  analoge  Betrachtungen  anstellen  wie  bei  den  Rückkehrkreisen 
der  starren  Systeme.  Dasselbe  gilt  von  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  Kn,  wie  wir  nebenbei  bemerken1 2). 

Ziehen  wir  die  umgekehrte  Bewegung  in  Betracht,  so  ent- 
spricht nach  § 10  Gl.  (7)  und  (8)  jedem  Punkt  x 0,  y0  der  ur- 
sprünglich festen  Ebene  ein  solcher  n‘m  dessen  Koordinaten  im 
|, ^-System  lauten: 

(10)  = Vn  = rjnf(t), 


wobei  gesetzt  ist: 

£»  = JM»+-F(n)(*i) 


X(x  COS 


(<i  + wf)-2/osin(*i 


+nJ 


(11)  Vn=v„+I'(n>(t1)  aJoSin^  + wl-j  + ^cos^+w^-j 


yn — 


db. 


d^  ci,  . 7 . d cif 

na— 4-  + ...,  vn  = b1  + nl 


dH, 


dt\ 


1 dt,  2 dt\  ' "'7  ~A  1 "l  dt. 

Die  Punkte  mit  den  Koordinaten  gn,  rjn  nannten  wir  die  Punkte 
Iln.  Die  Gesamtheit  der  Punkte  TIn  erfüllte  die  Z7w-Kurve,  deren 
jeweilige  Phase  die  ZT^-Kurve  war,  die  die  Gesamtheit  der  Punkte 
Iln  enthielt. 

Die  Gleichungen  (11)  haben  ähnliche  Form  wie  die 
Gleichungen  (1).  Wir  können  daher  sagen: 

Sind  i0,  r]0  die  Koordinaten  des  Punktes  770,  so  lassen  sich 
diejenigen  des  Punktes  IIn , der  zum  Punkt  i70  gehört,  schreiben: 


£«  = £o-»i  ~~n,  ^ + • • • ■ + (-  1)rw2'- 
dt,  dt, 

Vn  = V 0+^1  ~7T  ~~n2  ""•••  + (—  l)r^2r 

dt,  dt. 


d2r+1r, 

^|+(-1)r+1^1r+1- 50 

Cl  1 j 

?2  r 


dt 


2r+l 


d-^+(-iyn2r  + 1 


i2r+l 


dt' 


2 r + 1 


+ 


Es  gelten  auch  die  Beziehungen: 


d rjn  d£n 

= Vn  + l = Vn  + ~^~- 

1 Carl,  Diss.,  1.  Kap.,  § 6. 

2 Carl,  Diss.,  1.  Kap.,  §§  4 und  5. 


63 


Alle  Resultate,  welche  für  die  Punkte  Pn  und  die  Pn- Bahnen 
fanden,  gelten  entsprechend  für  die  Punkte  Iln  und  die  77n-Kurven. 

Die  Übertragung  der  Resultate  auf  die  umgekehrte  Bewegung, 
also  auf  die  Punkte  PL 'ln  und  die  Tl‘n- Kurven,  ist  dann  leicht. 

Der  Kreis  xJn,  der  über  77^774+1  als  Durchmesser  beschrieben 
ist,  hat  für  die  indirekte  Bewegung  dieselbe  Bedeutung,  wie  der 
Kreis  Kn , der  über  PnPn+1  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  für 
die  direkte  Bewegung.  Ist  don  das  Bogenelement  der  77n-Kurve, 
so  ist  do‘n  = f(t)  don  dasjenige  der  77,i-Kurve.  Ist  ferner 
nnP^n+i===^nj  SO  ist  Pfn Tln  + 1 :=  f {t)  Ön  Sn> 

Nach  dem  früheren  gilt  nun  dem  absoluten  Betrage  nach: 


dffn 

~dt[ 


fni 


don 

dty 


f(t)dn  = d'n. 


Demnach  besteht  jetzt,  absolut  genommen: 


d o vi 


dt 


d L 


Satz:  ln  jedem  Augenblick  ist  die  Ableitung  der 

Bogenlänge  einer  77/t-Kurve  nach  dem  Drehwinkel  im 
betreffenden  Punkte  II‘n  der  betrachteten  Lage  gleich 
dem  Durchmesser  des  Kreises  der  zu  demselben 

Punkt  77q  gehört. 

Dem  absoluten  Betrage  nach  gilt  infolge  der  früheren 
Darlegungen: 


d2an 
dt 2 


2 


+i 

dn 


1 


n+  lj 


wenn 


An  +1  — 


£n  n 1 
£n  + 1 r]n  + 1 1 
£n  + 2 Y)n  + 2 1 


und  7W+1  das  von  nn  + 2 auf  nnIln+1  gefällte  Lot  bedeutet. 


Demnach  erhalten  wir: 


wobei  die  Bedeutung  von  A'n+1  und  lJn+i  ohne  weiteres  klar  ist. 

Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  die  zweite  Ableitung 
einer  77^-Kurve  nach  dem  Drehwinkel  gleich  dem  vom 
entsprechenden  Punkte  Hh+2  auf  die  entsprechende 
Verbindungslinie  77^77^+1  gefällten  Lot. 
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Wie  bei  der  direkten  Bewegung  zeigt  man  die  Richtigkeit 
des  Satzes: 

In  jedem  Augenblick  berührt  jede  774-Kurve  den 
entsprechenden  Kreis  x'n.  Bedeutet  yfn+i  den  Winkel 
774774+1 774+2,  so  hat  der  Krümmungsradius  in  jedem 
Augenblick  den  Wert: 

°n 

Qn  — f / , ( / _ / • 

ön  I“  °n  +1  cos  Xn  +1 

Aus  dieser  Formel  lassen  sich  entsprechende  Folgerungen  ziehen 
wie  aus  derjenigen  (II)  für  die  ursprüngliche  Bewegung.  Aus  der 
angegebenen  Formel  folgt  dieselbe  Konstruktion  des  Krümmungs- 
mittelpunktes einer  774-Kurve,  wenn  die  entsprechenden  Punkte 
774,  774-1-1,  774+2  bekannt  sind,  wie  aus  der  Formel  (II)  für  eine 
Pn-Bahn,  wenn  die  entsprechenden  Punkte  Pn,  Pn+i,  Pn  + 2 
bekannt  sind. 


§ 12. 

Fortsetzung  dieser  Untersuchung,  wenn  der  Drehwinkel 
des  ähnlich  veränderlichen  Systems  gleich  der  Zeit  ist. 

Im  allgemeinen  ist  der  Drehwinkel  t eine  Funktion  der  Zeit  t, 

als0:  t = cp{r). 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  t — t ist,  oder  ein  wenig  all- 
gemeiner, daß  gilt: 


(1)  t=T  + C, 

wobei  c eine  Konstante  bedeutet. 
Infolge  von  (1)  erhalten  wir: 


dt 

dz 


1, 


dnt 


0,  n—  2,3, 


Gehören  Pn,  Pn+1,  Pn  + 2 zu  einem  Systempunkt  P0,  so  bedeutete 
dn  die  Entfernung  der  Punkte  Pn  und  Pn  + i,  ln+ 1 das  V0Ü  -fn  + 2 
auf  PnPn+1  gefällte  Lot.  Jn+1  war  der  Inhalt  des  Dreiecks 
PnPn+1Pn  + 2,  wobei  der  Umlaufssinn  so  bestimmt  ist,  daß  wir 
von  Pn  nach  Pn+1  und  Pw  + 2 fortschreiten.  Nach  dem  vorigen 
Paragraphen  besteht  die  Beziehung: 


(2) 
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d S/y 


dt 


nichts  anderes  als  die  Geschwindigkeit  des 


Jetzt  ist  aber 
Punktes  Pn. 

Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  Pn  gleich  seiner  Entfernung  von  dem  von 
ihm  abgeleiteten  Punkt  Pn+i- 

Weiter  entnehmen  wir  aus  dem  § 11  die  Beziehungen: 


(3) 

(4) 


ds * 


d2s<y 


dt 

d2s. 


dt 2 


dt 2 
: 1 


2P 


n +1 5 


d2  Sy 


^ ist  in  unserem  Fall  die  Tangentialbeschleunigung  des 

Punktes  Pn.  Wir  erhalten  somit  den 

Satz:  In  jedem  Augenblick  ist  die  Tangential- 

beschleunigung eines  Punktes  Pn  gleich  der  Entfernung 
des  von  ihm  abgeleiteten  Punktes  Pn  + 2 von  der  Ver- 
bindungslinie des  Punktes  Pn  und  des  hiervon  ab- 
geleiteten Punktes  Pn+i- 

Die  Gleichung  (3)  ist  auch  richtig  in  bezug  auf  das  Zeichen, 

wie  aus  der  Herleitung  derselben  hervorgeht.  — hat  somit 

ds  d.t2 

dasselbe  oder  entgegengesetzte  Zeichen  von  , je  nachdem  ob 
Jn+ 1<0  ist.  Wir  finden  den  Satz: 

Die  Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  Pn  wird  in 
einem  beliebigen  Augenblick  beschleunigt  oder  verzögert, 
je  nachdem  ob  die  von  abgeleiteten  Punkte  Pn+i  und 
Pn\ 2 iui  positiven  oder  negativen  Drehsinn  auf  Pn  folgen. 
Liegen  in  einem  Augenblick  Pn,  Pn+ 1,  Pn  + 2 auf  einer  Ge- 
raden, ohne  daß  Pn  mit  Pn+1  zusammenfällt,  so  ist  die 
Tangentialbeschleunigung  von  Pn  in  diesem  Augenblick 
gleich  Null.  Fällt  hingegen  Pn  mit  Pn+1  zusammen,  so 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Pn  in  diesem  Augen- 
blick gleich  Null. 

Ist  qu  der  Krümmungsradius  der  Pn-Bahn,  so  ist  die  Normal- 
beschleunigung des  Punktes  Pn\ 


Pn~  o 

Qn 


1 / d sn  \ 2 
9n  \ dt  ) ' 

Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  und  Gl.  (II)  des  § 11  erhalten  wir: 

(I)  Pn  ==  dn  H“  dn  + i cos  yjn  + i,  \pnjr\  = ^.PnPnjr\Pnjr2.' 

Carl,  5 
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Die  Gesamtbeschleunigung  des  Punktes  Pn  ist  dann,  da  ln_ |_i 
— dn  +1  sin  tyn  +i  ist: 


(II)  bn  = ^ln+l~\~Pn  = Wn  + ^+l"i"^4i  + i cos  Wn+ 1- 

Die  Richtung  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  Pn  ist  bestimmt 

durch  die  Gleichungen: 


cos  a = — n , sin  a = — n 

1 I^n+Vn  ' 1 xn  + Vn 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  des  vorigen  Para- 
graphen : 


cos  a 


Vn+l  Vn 


sin  a = — 


xn+ 1 x7 


dn , opn  sind  nach  § 11  Größe  und  Richtung  des  Vektors  PnPn+i- 
Wir  finden  daher: 

cos  a ---  sin  <pnj  sin  a = — cos  cpn, 

d.  h. 

(III)  oc  = 270  0 -f-  cpn. 


Was  wir  über  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  gefunden  haben, 
gilt  auch,  wenn  t eine  Funktion  von  x ist,  wie  man  leicht  einsieht. 

Die  Richtung  der  Gesamtbeschleunigung  eines  Punktes  Pn 
ist  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

oosß  = — =£=,  smß= 

faf \+y7  ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  des  § 11: 


(IV) 

wobei  gesetzt  ist: 


cos  ß ■ 
sin  ß 


dn  cos  cpn  dn  cos  q)n 

’ ' N 

dn  sin  <Pn  dn  4-1  sin  cpn  _j_i 


(II a)  W2  — -f-  dn- j-i  2 dndn 4.1  cos  ( cpn -j-i  ■ 9 

wenn  man  die  Beziehungen  erwägt: 

Xn  ==  Xn  _|_  2 2 Xn  _|_i  Xn  = ( Xn  -j_i  Xjß)  (xn  2 %n  +l); 

Vn  = — yn  + 2 + 2yn+1  — yn=  (3fn+ 1 — yn)  ~ (Vn  + 2 Vn+ 1). 

Da,  wie  in  § 11  auseinandergesetzt  wurde,  cos  ((pn+i  — <pn) 
= — cos  ipn+i  ist,  stimmt  die  Größe  N mit  bn  überein,  was  in  der 
Tat  sein  muß.  Die  Richtung  ß läßt  sich  infolge  der  Gleichungen 
(IV)  sehr  einfach  deuten.  Verlängert  man  nämlich  Pn+1Pn  + 2 über 
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Pn  + ! hinaus  um  sich  selbst  bis  zum  Punkte  P^  + 2,  so  hat  der 
Vektor  PnP^  + 2 gerade  die  Richtung  ß,  wie  man  leicht  erkennt, 
wenn  man  bedenkt,  daß  der  Vektor  Pn+1Pn%2  die  Richtung  180° 
-\-cpn+1  hat,  und  PnPfl  + 2 die  Größe  N=bn  hat. 

Unsere  Betrachtungen  setzen  uns  in  den  Stand,  wenn  die 
drei  von  einem  Systempunkt  abgeleiteten  Punkte  Pn , Pn+  lf  Pn  + 2 
in  einem  Augenblick  bekannt  sind,  für  diesen  Augenblick  Richtung 
und  Größe  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  des 
Punktes  Pn  in  einfacher  Weise  konstruktiv  zu  ermitteln.  Ist  der 

Punkt  Pn  nebst  seiner  Geschwindig- 
keit und  Beschleunigung  bekannt,  so 
lassen  sich  die  von  Pn  abgeleiteten 
Punkte  Pn+ 1 und  Pn  + 2 einfach  kon- 
struktiv finden.  Dabei  ist  n = 0, 1 9 
Es  seien  gegeben  die 
Systempunkt  abgeleiteten  Punkte  Pn , 
Pn+l , Pn  + 2- 

Wir  tragen  an  PnPn+1  in  Pn  im 
positiven  Drehsinn  den  Winkel  270°  an 
und  auf  dem  freien  Schenkel  dieses 
Winkels  die  Strecke  PWP^+1  = PMP1 


+2 


, O-,  _l,  .... 

von  einem 


n1  w+1 


ab.  Dann  ist  PnP'n+1  die  augenblick- 
liche Geschwindigkeit  des  Punktes  Pn. 

Wir  verlängern  Pn+1Pn  + 2 über  Pw+1  hinaus  um  sich  selbst 
bis  zum  Punkte  P^  + 2 und  ziehen  PnPh  + 2.  Dann  ist  PnP£\.  2 
die  augenblickliche  Beschleunigung  des  Punktes  Pn. 

Es  sei  ferner  der  Punkt  Pn  mit  seiner  augenblicklichen  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  gegeben: 

An  die  Geschwindigkeit  PWPW'+1  tragen  wir  im  negativen  Dreh- 
sinn den  Winkel  270°  an  und  auf  den  freien  Schenkel  die  gegebene 
Geschwindigkeit  ab.  Der  erhaltene  Endpunkt  ist  der  Punkt  Pn+1. 
Wir  verbinden  nun  Pn+1  mit  P^  + 2,  dem  Endpunkt  der  Strecke, 
welche  die  Beschleunigung  darstellt,  und  verlängern  Pn+1Pn  + 2 
über  Pn  + 1 hinaus  um  sich  selbst.  Der  erhaltene  Endpunkt  ist  der 
Punkt  Pn  4-  2* 

Bei  der  umgekehrten  Bewegung  gelten  ähnliche  Resultate.  Nur 
ist  zu  bedenken,  daß  jetzt  der  Drehwinkel  tv=  — 1=  — (r-j-c)  ist. 

Ist  t = cp{ t),  so  gelten  unsere  Untersuchungen  für  alle  Augen- 
blicke, in  denen  4~=  1 un(^  4^  = 0 ist. 

dz  dz 2 


5* 


68 


§ 13. 

Besondere  Lagen  der  von  einem  Systempunkt  abgeleiteten 

Punkte  Pn. 


Die  wiederholt  gebrauchten  Beziehungen: 

\ dyn  . dxn 

(1)  %n+ 1 — ’ 2/w+l — Vn~\ 

führen  uns  nach  leichter  Rechnung  zu  dem 

Satz:  Sind  xn , yn  die  Koordinaten  des  vom  System- 
punkt P0  abgeleiteten  Punktes  Pn , so  können  diejenigen 
des  von  demselben  Punkte  P0  abgeleiteten  Punktes  Pn  + m 
auf  die  Form  gebracht  werden: 


%n  + m — tön  ~ M^ 

(i) 


dyn 

dt 

dxn 


-Mo 


yn  + m = yn  + M1-—-m  2 

dt 


d-xn 
dt 2 


+ ...  + ( — V)r  M2r 


d2rxn 

dt2r 


d-yn 

dt* 


1 )rM2r 


d2ryn 

dt2r 


+ (-l  )r+1M2r+i 
’+  (“  1 )r  + 1 


d2r^yn 

dt2r+1 

d2r+1xn 

dt2r+1 


+ 

+ 


wobei  t den  Drehwinkel  des  Systems  bedeutet. 

Damit  in  jedem  Augenblick  die  von  demselben  Punkt  P0 
abgeleiteten  Punkte  Pn  und  Pn+ 1 zusammenfallen,  ist  nach  (1) 
hinreichend  und  notwendig,  daß  gilt: 


d.  h. 


dxv 

— - = 0. 

dt 


Xn  — Cj  , yn  — ^2* 


Dann  fallen  aber  nach  (I)  sämtliche  von  P0  abgeleiteten  Punkte 
Pn  + m , m = 0, 1,  2, . . . mit  Pn  andauernd  zusammen.  Es  ergibt  sich 
somit  der 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  P0 
abgeleiteten  Punkte  Pn  vom  w-ten  ab  zusammenfallen, 
ist  hinreichend  und  notwendig,  daß  dieser  Punkt  Pn  ein 
fester  Punkt  ist. 

Ist  u = 0 oder,  was  dasselbe  ist,  fallen  andauernd  sämtliche 
von  P0  abgeleiteten  Punkte  mit  P0  zusammen,  so  bleibt  dieser 
Systempunkt  P0  während  der  Bewegung  in  Buhe  und  umgekehrt. 

Ist  Pn  in  Buhe,  so  bestimmen  sich  die  Koordinaten  des 
entsprechenden  Systempunktes  P0  aus  den  simultanen  Differential- 
gleichungen: 


*)  Vgl.  Anmerkung  S.  40. 
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Hat  nun  der  Systempunkt  im  ■£,  »/-System  die  Koordinaten  £0,  rj0, 
so  müssen  die  Größen  a,  b,  f der  entsprechenden  Bewegungen  die 
Bedingungen  erfüllen : 

a + f(£ o cos  f sin  t)  = xoi 

h +f(£o  sin  tJr  Vo  cos  0 = y0 > 

wobei  y0  die  Integrale  der  Differentialgleichungen  (2)  sind. 
Es  lassen  sich  also  stets  Bewegungen  der  genannten  Art  finden. 
Dabei  bleibt  noch  eine  der  Funktionen  a,  b,  f willkürlich. 

Ist  ein  Punkt  Pn  ein  fester  Punkt,  also: 

xn  : — G’  Vn  — ^2’ 

so  bestimmen  sich  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes 
Pn-i  aus: 

Xn  — i yn  — 1 ’ Vn  — l ~\~  — l — 

wobei  die  Striche  Differentiationen  nach  t bedeuten.  Aus  diesen 
Gleichungen  folgt: 

= ?/"_!  +2/w_!==C2. 

Das  allgemeine  Integral  der  letzten  Differentialgleichung  ist: 
yn-i  = c2Pr  sin  (tf  + a), 

dann  ist: 

xn- i ==  c1-\-v  cos  (t  + a). 

Ist  also  ein  Punkt  Pn  während  der  Bewegung  ein  fester 
Punkt,  so  ist  die  entsprechende  Pn__i-Bahn  ein  Kreis.  Die  Um- 
kehrung gilt  natürlich  nicht. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bewegungen  untersuchen,  bei  welchen 
in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  einem  Systempunkt  abge- 
leiteten Punkte  vom  w-ten  ab  auf  einer  Geraden  liegen.  Dabei 
soll  n eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  . . . sein. 

Es  mögen  zunächst  die  Punkte  Pw,  Pn+ 1 und  Pn+2  io  jedem 
Augenblick  auf  einer  Geraden  liegen,  d.  h.  es  möge  die  Gleichung 
gelten: 

(3)  (^+i|^(|/w+2- yn+$F=(xn+2— xn+1)(yn+1— yn). 

Nun  gilt  nach  (I): 

yn  + l — yn  = Xn,  yn  + 2-yn  + l = — ynJrXn, 
xn  + 1 Wn  = ym  % n + 2 %n  + 1 — %n  2/n« 
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Unsere  Gleichung  läßt  sich  schreiben: 

Vn  ( Vn  + Xn)  = Xn  ( Xn  Vn) 

oder: 

XnrfnJry'nyn  = 0, 

also: 

(4a)  -fjj  (%n  + Vn)  = 0.  Xn1  + yJp=  c2. 

Bedeutet  sn  die  Bogenlänge  der  P^-Bahn,  so  ist: 

(4)  1[T  = C’  sn  = ct+cv 

Die  Bedingung  (4)  ist  nur  eine  Umformung  der  Bedingung  (3) 
und  stellt  die  notwendige  und  hinreichende  dar. 

Wir  finden  den 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  die  von  Pn  ab- 
geleiteten Punkte  Pn+ 1 und  Pw+2  mitPn  auf  einer  Geraden 
liegen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Punkt  Pn 
bei  gleichen  Drehungen  des  Systems  gleiche  Strecken 
auf  der  Pn-Bahn  zuriicklegt. 

Liegen  in  jedem  Augenblick  die  zu  einem  Systempunkt 
gehörigen  Punkte  Pn,  Pn+ 1,  Pn+ 2 und  Pn_ j_3  auf  einer  Geraden, 
so  tritt  zu  (3)  für  jeden  Wert  von  t noch  die  Gleichung  hinzu: 

(5)  (xn  + 3 — ^n  + 2)(^w  + 2~2/n-f-l)  = {Xn-\-  2 ^n  + l)(^/w  + 3 yn-\-  2)* 

Aus  Gleichungen  (3)  und  (5)  folgt  die  weitere: 

(6)  (a?w_|_3  2?w+2)(2/n-f-l  Vn)  ==:  (p^n 1 ^v){yn-\-  3 Vn-\- 2)* 

Die  Gleichungen  (I)  führen  uns  zu  den  Beziehungen: 

2/w  + 3 — yn  + 2 = — Xn—  Zyn  + X‘n.  Xnjr3-Xn+2  = yn—2%n—yn- 
Die  Gleichung  (6)  läßt  sich  somit  in  die  Form  bringen: 

(y'n  —2x'n  — Vn)  x'n  = — y'n  (~  xtyi  + x'n), 

y'nXn— 2xlnx^  = y‘nx^  + 2y'ny% 

oder: 

ynX'n—y'nX'n—  2(x'nxü  + y'ny%)  = 0. 

Eine  Folge  der  Gleichung  (3)  war  jedoch: 

x‘nXn  + y'nyn  = 0.  + \fi  = C2, 

sodaß  wir  finden: 

yn  Xn  ynXn  =:  ß 

oder  durch  Integration: 

ynXn  — y'nXn=d. 
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Als  Krümmungsradius  der  Pn- Bahn  erhalten  wir  somit: 

(aff  +Vn)J_  _ c"  r 

e y‘nX‘n  — Ky'n  & ’ 

d.  h.  die  Pn- Bahn  ist  ein  Kreis. 

Ist  speziell  c'  = 0,  also  ynXn—XnVn  — Qi  s0  ist  die  Pn-Bahn 
eine  Gerade.  In  diesem  Fall  haben  xn,  yn  die  Form: 

xn  — Ci  xp  -f-  Ch  yn  = Pi  v7  + ^2? 

wobei  xp  eine  Funktion  des  Drehwinkels  ist. 

Infolge  von  (4)  muß  jedoch  gelten: 

4f  •VC'1*  + D'1‘=c,  t/>  = ^U  + Ä 

Die  Koordinaten  #w,  yn  haben  die  Form: 

(7)  xn=C1t-\-Dv  yn=  C^t  + D2. 

Ist  die  P^-Bahn  ein  Kreis,  so  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn\ 


xn  = cx-\-r  cos  99,  yn  = c2  + r sin  99. 

Infolge  von  (4)  muß  aber  wiederum  gelten: 

dw  , , 0 

r~m=e’  <p—at+ß> 

sodaß  wir  finden: 

(8)  xn  = ci  + r cos  (at-\-  ß),  yn  ==  c2  + r sin  (at  + ß). 


Wenn  also  in  jedem  Augenblick  die  von  einem  Systempunkt 
abgeleiteten  Punkte  Pn,  Pn+i,  Pn-\- 2,  Pw+s  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  müssen  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  die  Form  (7) 
oder  (8)  haben. 

Durch  Differentiation  der  Ausdrücke  (7)  und  (8)  erhalten  wir: 


bez. 
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Erwägen  wir  die  Beziehungen  (I),  so  lassen  sich  die  Koordinaten 
des  vom  betrachteten  Punkt  Pn  abgeleiteten  Punktes  Pnj-m  nach 
leichter  Rechnung  folgendermaßen  schreiben: 

(9)  xn+m=C1t—mC<1JrDv  yn+m=  Cj  + mQp  P2 
bez. 

xn+m  = e1  + (1  -a)mr  cos  (at  + ß), 
yn  + m = c2P(l--a)mrsrn  ( at  + ß ). 

Aus  den  Gleichungen  (9)  bez.  (10)  folgt,  wenn  man  xn  + m,  yn  + m 
durch  x , y ersetzt  : 

(11)  (X-tCx-Dx)Cx  + {y-tC%--Dt)C%  = 0 

bez. 

(12)  (x—e^)  sin  (a t -f-  ß)  — (y  — c2)  cos  (at  + ß)  — 0. 

Liegen  also  die  zu  einem  Systempunkt  gehörigen  Punkte  Pn, 
Pn- fi,  Pn+ 2 und  Pn_ |_3  in  jedem  Augenblick  auf  einer  Geraden, 
so  liegen  sämtliche  Punkte  Pw+m,  m = 0, 1,  2, . . auf  einer  Geraden, 
deren  augenblickliche  Gleichung  die  Gestalt  (11)  oder  (12)  hat. 
Wir  erkennen  ferner,  daß  im  ersten  Fall  die  Gerade  im  Laufe 
der  Bewegung  eine  Parallelverschiebnng  erleidet  und  immer 
senkrecht  auf  der  P,rBahn  steht,  die  im  genannten  Fall  eine 
Gerade  ist.  Im  zweiten  Fall  geht  die  Gerade,  auf  welcher  die 
Punkte  Pn+m  liegen,  in  jedem  Augenblick  durch  den  Mittelpunkt 
der  Pn-Bahn,  welche  ja  in  diesem  Fall  ein  Kreis  ist. 

Liegen  in  jedem  Augenblick  die  von  einem  Systempunkt 
abgeleiteten  Punkte  Pn,  Pn+ 1,  Pn+ 2,  Pn+3  auf  einer  Geraden, 
so  müssen  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  die  Form  (7)  bez.  (8) 
haben.  Ist  das  der  Fall,  so  liegen  in  jedem  Augenblick  sämtliche 
Punkte  Pw+m,  m = 0, 1,2,  . . .,  die  zu  dem  betreffenden  System- 
puukt  gehören,  auf  einer  Geraden.  Wir  gelangen  daher  zu 
dem  Satz: 

Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  zu  einem 
Systempunkt  P0  gehörigen  Punkte  Pw+m,  m = 0,  1,2,  ... 
auf  einer  Geraden  liegen,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Pn-Bahn  ein  Kreis  oder  eine  Gerade  ist,  und 
daß  der  Punkt  Pn  bei  gleichen  Drehungen  des  Systems 
gleiche  Strecken  auf  seiner  Bahn  zurücklegt.  Dabei 
kann  n = 0,  1,  2 usw.  sein. 
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Die  Koordinaten  des  Systempunktes  P0,  für  welchen  diese 
Aussage  gilt,  bestimmen  sich  aus  den  simultanen  Differential- 
gleichungen : 

Vo  + ni  x‘o  — n2  Vo  ~ ■ ■ ■ = c,  t + D2 

bez. 


(14) 


^0  — — n2xo  + • ’ W C1  +r  cos  (at  + ß), 

y0Pnxx'0-n2yJ'  — ...  = c2-\-r  sin  ( at  + ß )1). 


Die  Funktionen  a,  b,  f müssen  nun  bei  den  Bewegungen,  bei 
welchen  es  einen  Systempunkt  P0  von  der  genannten  Art  gibt, 
den  Gleichungen  genügen: 

a + f(£0  cos  t — y0  sin  t)  = x0,  b + f(£0  sin  t + y0  cos  t)By0, 

wobei  £0,  y0  die  Koordinaten  des  betreffenden  Punktes  im  £,  y- 
System  und  x0J  y0  die  Integrale  der  simultanen  Differential- 
gleichungen (13)  bez.  (14)  bedeuten. 

Es  gibt  also  stets  solche  Bewegungen;  wir  können  sogar  über 
eine  der  Funktionen  a . b,  f noch  frei  verfügen. 

Ist  n = 0,  sodaß  also  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von 
dem  Systempunkt  Pö  abgeleiteten  Punkte  mit  P0  auf  einer  Geraden 
liegen,  so  müssen  die  Funktionen  a,  b,  f der  betreffenden  Be- 
wegungen die  Gleichungen  erfüllen: 

a + /‘(£0  cos  t—y 0 sin  t)  = Cx  t + Px , 

. b + fd,,  sin  t + rj0  cos  t)  = Cit  + Di 

bez. 

o cos  s^n  Q — ci  Jrr  cos  (a£  + ß), 
b-\-f(g o sin  t -{-r)0  cos  t)  = c2  + r sin  ß). 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Bewegungen  sollen  im  nächsten 
Paragraphen  untersucht  werden,  wenn  f=  csin  ( t-\-y ) gewählt  wird. 

Liegen  in  jedem  Augenblick  alle  von  einem  Punkt  Pn  ab- 
geleiteten Punkte  Pn  + m auf  einer  Geraden,  und  ist  die  P?i-Bahn 
eine  Gerade,  so  haben  nach  (7)  die  Koordinaten  des  betrachteten 
Punktes  Pn  die  Form: 

(7)  xn=  Qt- f-  D1 , yn  = C2 1 -J-  D2 . 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Konstanten  D1  und  D2  ist  ohne 
weiteres  klar.  Aus  (7)  und  (9)  folgen  für  m—  1 die  Beziehungen: 

C±  = dUi  y = yn  yn , C2  = dn>  x = ( xn  +1  xP). 


L)  Yergl.  Anmerkung,  S.  40. 
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Die  Konstanten  Cr  und  (—  C2)  sind  somit  die  orthogonalen 
Projektionen  der  Strecke  PnPn  + i auf  die  y-  bez.  x- Achse  und 
zwar  der  Größe  und  Richtung  nach. 

Sind  uns  in  dem  betrachteten  Fall  die  zu  einem  Systempunkt 
P0  gehörigen  Punkte  Pn  und  Pn+1  gegeben,  so  finden  wir  alle 
zu  P0  gehörigen  Punkte  Pn+m  der  betreffenden  Systemlage,  indem 
wir  auf  der  durch  Pn  und  Pn+i  bestimmten  Geraden  in  der 
Richtung  PnPn+\  die  Strecke  PnPn+1  von  Pn  aus  mmal  abtragen. 

Liegen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  einem  Punkt  Pn 
abgeleiteten  Punkte  Pn  + m auf  einer  Geraden,  und  ist  die  Pw-Bahn 
ein  Kreis,  so  haben  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  die  Gestalt: 

(8)  xn=  cr  +r  cos  (at  + ß),  yn  = c2  + r sin  (at  + ß); 


Die  Größen  cx  und  c2  sind  die  Mittelpunktskoordinaten  des  Pn- 
Bahnkreises,  r ist  der  Radius  desselben,  ß ist  die  Anomalie  des 
Punktes  Pn  für  t=  0.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  a geometrisch 
zu  deuten. 

Es  ist:  dsn  dcp 

— — = r — — — ra. 


Es  gilt  aber,  wie  wir  früher  ausgeführt  haben,  absolut  genommen: 

dsn 
dt 

Demnach  ist: 


dn  — PnPn. j_  i . 


« — + 


1 — a 


r T d7 


r und  dn  sind  der  Einführung  nach  positive  Größen.  Aus  (8) 
ergibt  sich  ferner:  Je  nachdem  ob  g^O  ist,  durchläuft  Pn  seinen 
Bahnkreis  im  Sinne  oder  entgegen  dem  Sinne  der  Drehung  des 
beweglichen  Systemes.  Die  Bedeutung  der  Größe  a und  ihres 
Zeichens  ist  somit  klargelegt. 

Die  Gleichungen  (7)  können  nur  zu  einer  Sonderheit  führen, 
wenn  Cx  = 0 und  C2  = 0 ist,  wie  aus  (9)  hervorgeht.  Diese 
Sonderheit  ist  dieselbe,  welche  eintritt,  wenn  in  (8)  die  Größe 
r oder  a gleich  Null  gesetzt  wird.  In  diesem  Falle  sind  in  jedem 
Augenblick  sämtliche  von  Pn  abgeleiteten  Punkte  mit  Pn  identisch, 
wie  wir  schon  erwähnt  haben. 

Die  Gleichungen  (8)  führen  uns  zu  einer  weiteren  Sonderheit, 
wenn  wir  a=l  setzen.  Es  fallen  dann  in  jedem  Augenblick 
sämtliche  von  Pn  abgeleiteten  Punkte  mit  Pn+i  zusammen,  was 
uns  auch  schon  bekannt  ist. 
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Die  Gleichungen  (10)  können  wir  noch  folgendermaßen 
schreiben : 


(10a) 


n-\-m 


Vn-\-m  — C2  “h 


H4)m 

rm  — i 

(r  =F  dn)  m 
rm — 1 


C0S(±-7l^  + ^)  i 
sm  • 


Für  die  Lage  der  Punkte  Pn-\-m  kommen  die  folgenden  Fälle 
in  Betracht: 

t \ , dn 

I-)  a = -\ . 

r 

1.  dn  < r,  2.  dn  = r,  3.  r <dn<2r,  4.  dn  — 2 r,  5.  dn>  2 r. 


1. )  1.  Sämtliche  Punkte  Pn+m  liegen  zwischen  Pn  und  dem 
Mittelpunkt  M des  Pn-Bahnkreises  und  nähern  sich  mit  wachsendem 
m unbeschränkt  dem  Punkte  M. 

2.  Sämtliche  Punkte  Pn+m.  m — 1,  2,  3,  . . . fallen  mit  M 
zusammen. 

3.  Alle  Punkte  Pn+m  liegen  im  Innern  des  Pn-Bahnkreises 
und  nähern  sich  mit  wachsendem  m unbeschränkt  dem  Punkte  M. 
Alle  Punkte  mit  geradem  m liegen  mit  Pn  auf  der  einen,  alle 
übrigen  auf  der  anderen  Seite  von  M. 

4.  Alle  Punkte  Pn+m,  deren  m gerade  ist,  fallen  mit  Pn, 
alle  übrigen  mit  dem  anderen  Endpunkt  des  durch  Pn  gehenden 
Durchmessers  des  Pn-Bahnkreises  zusammen. 

5.  Sämtliche  Punkte  Pn+m  liegen  außerhalb  des  Pn-Bahn- 
kreises  und  entfernen  sich  mit  wachsendem  m immer  mehr  von 
dessen  Mittelpunkt  M.  Alle  Punkte,  deren  m gerade  ist,  liegen 
mit  Pn  auf  der  einen,  alle  übrigen  auf  der  anderen  Seite  von  M. 

II.)  In  diesem  Falle  liegen  sämtliche  Punkte  P^+m, 
m = 0,  1,  2,  . . . auf  einer  Seite  von  M und  entfernen  sich  mit 
wachsendem  m immer  mehr  von  M. 

Aus  den  Gleichungen  (10a)  folgt,  daß  alle  Pn+m- Bahnen 
konzentrische  Kreise  sind,  und  daß 


M P n-\-m 


(r*dn)m 

rm—  1 


ist.  Hieraus  folgen  die  Beziehungen: 
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MPn-t  2 


MPn  = r, 
MPn  ’ 


IP,+  1 = r + 4, 


MPn-\-m  — MPn-\-m—  l*  ^fp 

Sind  die  Punkte  Pw  und  Pwpi  einer  Systemlage  gegeben  und 
ist  die  Pw-Bahn  bekannt,  so  kennen  wir  die  Strecken  MPn  = r 
und  MPn^.1  — r + dn.  Dann  läßt  sich  MPn+2  als  dritte  Pro- 
portionale bestimmen.  Ist  aber  MPn+2  ebenfalls  bekannt,  so 
läßt  sich  MPn+z  finden,  usw. 

Nach  dem  Gesagten  lassen  sich  die  Punkte  Pn_j_m,  die  von 
Pn  abgeleitet  sind,  leicht  konstruktiv  finden,  wenn  sie  in  jedem 


Augenblick  auf  einer  Geraden  liegen  und  die  Pn-Bahn  ein  Kreis 
ist.  Zu  beachten  ist  aber,  ob  die  Punkte  Pw+m  auf  derselben 
oder  auf  verschiedenen  Seiten  von  M liegen. 

Zum  Beispiel  führen  wir  die  Konstruktion  für  die  beiden 
Fälle  I,  3.  (a>0,  r<dn<2r)  und  II.  (a<0)  wirklich  durch. 

Es  seien  gegeben  die  P?rBahn  und  die  Punkte  Pn  und  Pn+ 1 
der  betreffenden  Lage.  — An  Stelle  von  Pn+i  könnte  auch  a 
gegeben  sein.  — 

I,  3.  Wir  ziehen  PnPn+ 1 und  eine  beliebige  durch  M gehende 
Gerade,  die  den  Pn-Bahnkreis  in  P‘n  und  PH  schneide.  Ferner 
machen  wir  MPn+i  — MPH+x  = Ml  =MPnjrl.  Wir’ziehen  nun 
Pn  1 und  PnPn+1  und  P"+1Pn+2  ||  P‘n  l bez.  P^+12  ||  ffl+i. 
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Darauf  ziehen  wir  P‘nPn-\- 2 und  P//2  und  P4+i3  ||  PnPn+ 2 bez. 
Pn-j-iPn+3  ||  Pn%.  Durch  Fortsetzung  des  angedeuteten  Verfahrens 
finden  wir  die  Punktreihen  Pn,  1,  Pn+2,  3,  Pn+ 4,  5, . . . und  Pn+ 1,  2, 
Pw+3, 4,  Pw+5,  6, . . ..  Dann  sind  Pn,  Pn+i,  Pn+ 2, . • • die  gesuchten 
Punkte  Pn  + m. 

II.  Wir  ziehen  die  Verbindungslinie  von  Pn  und  Pn+i  und 
außerdem  eine  beliebige  Gerade  durch  M , die  den  Pw-Bahnkreis 
in  P^  schneide,  und  machen  MPn+i  = MPn+i.  Wir  ziehen 
weiter  PlxPn+1  und  machen  P^+iPw+2  ||  PnPn+i*  Darauf  ziehen 
wir  PnPn+  2 und  machen  P^+1Pw+3  ||  P^Pn+2,  usw.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  sämtliche  Punkte  Pn-\-m: 


Die  hinreichende  und  notwendige  Bedingung  dafür,  daß  in 
jedem  Augenblick  sämtliche  Punkte  Pw_|_m,  m = 0,  1,  2,  . . . auf 
einer  Geraden  liegen,  ist,  daß  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn 
die  Form  haben: 

(7)  xn=C1t  + Dv  yn=Cit+Di 
bez. 

(8)  xn  = c1-\-r  cos  (at  + ß),  yn  = cCiJrr  sin  (at  + ß). 

Wissen  wir  zunächst  nur,  daß  die  Pn-Bahn,  die  zu  einem  System- 
punkt P0  gehört,  ein  Kreis  ist,  so  lauten  die  Koordinaten  des 
Punktes  Pn\ 

r xn  = c1  + r cos  99,  yn=c2-\-r  sin  99, 

wobei  99  eine  Funktion  des  Drehwinkels  ist. 

Soll  nun  die  Pw+1-Bahn,  die  zu  demselben  Systempunkt  P0 
gehört,  ein  zur  genannten  Pn-Bahn  konzentrischer  Kreis  sein,  so 
läßt  sich  ihre  Gleichung  schreiben: 

(15)  (*n+l-Ci)2  + («/«+l-C2)2  = -ß2, 

wobei  R eine  Konstante  ist. 
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Infolge  der  Beziehungen  (1)  gilt: 

xn+1  = c1+rw&q>(l  — <pt),  yn+i  =c2  H-rsnnpQ.—  99'), 

. dm  . 

wenn  99'  = —jj-  ist. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  folgt: 

(xn+1- cj2  + ( yn+1—c2y-  = 

Diese  Gleichung  soll  aber  mit  (15)  identisch  sein,  sodaß  sich 

erSibt:  r\l-cp‘)‘‘  = R\ 

Es  hat  somit  99  die  Gestalt: 

cp  — at~ ß. 

Man  erkennt,  daß  Pn  die  Koordinaten  (8)  haben  muß,  wenn  die 
Pn-  und  Pn+i- Bahnen  konzentrische  Kreise  sein  sollen.  Hat 
aber  Pn  die  Koordinaten  (8),  so  sind  die  Pn-  und  die  Pn-\~i- 
Bahnen  konzentrische  Kreise. 

Sind  die  Pn-  und  Pw  + 1 -Bahnen,  die  zum  Systempunkt  P0 
gehören,  parallele  Geraden,  so  haben  die  Koordinaten  der  ent- 
sprechenden Punkte  Pn  und  Pn-\-i  die  Form: 

xn  = A1 (p-\-Bv  yn  — Ä2cp  -f-  B2 

bez. 

&n+i  — A1  xp  + P3,  yn+i  = A2ip 

wobei  99  und  xp  Funktionen  des  Drehwinkels  t sind. 

Infolge  der  Relationen  (1)  lassen  sich  die  Größen  o?TO+i,  yn+ 1 
aber  auch  schreiben: 

xn+1  = Apcp— A2cpt^Bv  yn+i  = A2cp  -p  Atcp'  -}-P2. 

Es  bestehen  somit  die  Gleichungen : 

^-1  99  — Ä2 (p'-j-Bl—Bs  = Ax  xp, 

A2(pJrA1cpl  + B2  — P4  = Ä2xp. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die  weitere: 

{A\-pA\)cp4  + (P.2 - P4)  Al  - (B, - P3) Ä2^=  0. 

Es  hat  also  99  die  Form: 

cp  = a t -f-  ß. 

Sind  also  die  Pn-  und  Pw  + 1- Bahnen,  die  zu  einem  System- 
punkt P0  gehören,  parallele  Geraden,  so  haben  die  Koordinaten 
des  Punktes  Pn  die  Gestalt  (7)  und  umgekehrt.  Mau  sieht  nun 
leicht  ein,  daß  der  auf  Seite  72  ausgesprochene  Satz  sich  in 
folgende  Form  bringen  läßt. 
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Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von 
einem  Punkt  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m,  m=l,2,3,  ... 
mit  Pn  auf  einer  Geraden  liegen,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  entsprechenden  Pn-  und  Pw_|_i-Bahn  en 
konzentrische  Kreise  oder  parallele  Geraden  sind. 

Dieser  Satz  läßt  sich  leicht  auf  starre  Systeme  übertragen. 
An  Stelle  der  Punkte  Pn  treten  hier  die  Rückkehrpole. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  denjenigen  Bewegungen  beschäftigen, 
bei  welchen  in  jedem  Augenblick  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
Pn_l_m  und  Pn_|_m+1  senkrecht  steht  auf  derjenigen  der  Punkte 
Pn_l_m_l_ i und  Pnj^m- 1_2,  und  m die  Werte  0,1,2,...  hat. 

Steht  zunächst  in  jedem  Augenblick  PnPnjrl  senkrecht  auf 
PnjrlPnjr2,  so  gilt  für  jeden  Wert  von  t : 

QgN  Vn-\-\~yn  ^71  + 2 xn-\-i 

xn  + 1 xn  Vn-\-2  Vn  + i 

und  umgekehrt.  Dabei  sollen  natürlich  Punkte  Pn,  Pn+i, 
Pn  + 2 im  allgemeinen  von  einander  verschieden  sein.  Die  Fälle, 
die  eintreten  könnten,  nämlich,  daß  Pn  mit  Pn  + i oder  Pn-\-i  mit 
Pn+2  andauernd  zusammenfällt,  sind  ja  schon  behandelt  worden. 

Die  hingeschriebene  Gleichung  läßt  sich  mit  Rücksicht  auf 
die  Beziehungen  (1)  schreiben: 

xn  xnJr  Un 

— y‘n  — y‘n  + 1 xn 

oder: 

(18)  x'J  + = y^x‘n  — x“xy‘n. 

Infolge  dieser  Gleichung  lauten  die  Koordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes der  betrachteten  Pw-Pahn: 

u = xn  — y'n,  V = yn-{-Xn, 

d.  h.  infolge  der  Relationen  (1):  Steht  in  jedem  Augenblick 

PnPn+x  senkrecht  auf  Pn+\  Pn+2,  so  ist  immer  Pn +i  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  in  Betracht  kommenden  Pw-Bahn. 
Ist  nur  in  einem  Augenblick  PnPn  + 1 senkrecht  auf  PnjrlPnjr2, 
so  gilt  die  gemachte  Aussage  nur  für  diesen  Augenblick,  wie 
ohne  weiteres  klar  ist,  und  wie  wir  schon  im  11.  Paragraphen 
bewiesen  haben. 

Jetzt  soll  aber  in  jedem  Augenblick  PnPn  + 1 senkrecht  auf 
Pn+1Pnjr2  stehen,  sodaß  (18)  für  jeden  Wert  von  t richtig  ist. 
Wir  erhalten  dann  durch  Differentiation  der  Gleichung  (18): 
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2 ( XnXn  -f-  ynVn)  — Vn  X n ' Xn  Vn 

oder: 

XniUn  ~ %Xn)  ==  Vn{  X n 2 yn). 

Subtrahieren  wir  auf  beiden  Seiten  die  Größe  x'n-y'n , so  finden  wir: 
(19)  x‘n (y%—  2x“  -y'n)  — ~ y‘n{—  x'“—  2y'Jl  + xJn). 

Wieder  nach  den  Beziehungen  (1)  finden  wir: 

yn  2 xn  — yn  = Xn  _|_  3 Xn  _|_  2 , 

— Xn'~2yn  + x'n==yn+3  — yn+2. 

Sind  die  beiden  Klammerausdrücke  in  (19)  gleichzeitig  andauernd 
gleich  Null,  so  fallen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  Pn 
abgeleiteten  Punkte  von  Pn  + 2 ab  zusammen.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  folgen  aus  (17)  und  (19)  die  Gleichungen: 

/gQ\  xn  xn  + Vn ~~xn  %yn  + %n 

~~Vn  VnJ^xn  Vn  2xn—  yn 

Die  angegebene  Schreibweise  ist  ohne  Bedenken  zulässig,  da,  was 
wir  sogleich  zeigen  wollen,  weder  x‘n  noch  yfn  andauernd  Null  sein 
kann.  Wäre  nämlich  y'n  = 0 d.  h.  xn  + 1=xn,  so  müßte,  falls 
andauernd  PnPn  + 1 senkrecht  auf  Pn  + 1Pn  + 2 stehen  soll,  gelten: 

yn-\-2—yn-{-li  yn  = xn. 

Aus  y'n  = 0 folgt  aber  y%  — 0,  sodaß  dann  auch  x'n  = 0 wäre. 
Ähnlich  hat  x'n  = 0 zur  Folge  y‘n  = 0.  Diesen  uns  bekannten  Fall, 
in  welchem  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von Pn  abgeleiteten  Punkte 
Pn+m  mit  Pn  zusammenfallen,  haben  wir  jetzt  ausgeschlossen. 
Die  Gleichung  (20)  kann  geschrieben  werden : 

Vn-\-  1 Vn  xn  + 2 — xn -f  1 Vn-\- 3 Vn-\- 2 

xn-\- 1 xn  Vn-\- 2 Vn-\- 1 xn-\-§  xn-\-2 

Steht  also  in  jedem  Augenblick  PnPn+1  senkrecht  auf  Pn+1Pn+2, 
so  steht  auch  Pn+1Pn+2  stets  senkrecht  auf  Pn  + 2Pn  + 3,  falls 
nicht  Pn  + 2 mit  Pn  + 3 zusammenfällt.  Da  nun  n eine  ganz  be- 
liebige Zahl  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3 . . . ist,  folgt  daraus,  daß 
in  jedem  Augenblick  PnPn  + 1 senkrecht  auf  Pn  + 1Pn+2  steht, 
daß  auch  stets  Pw+mPw+m_j_  x senkrecht  auf  Pn+m+1Pn+m+2 
steht,  m — 2,  3,  4 ... . Fallen  dabei  in  einem  Augenblick  tl 
etwa  die  Punkte  Pn+m  und  Pw+m+1  zusammen,  so  ist  unter 
der  Bichtungstangente  von  Pn  + mPn+m+i  zu  verstehen: 
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..  2G+m  + l Vn-j-m 

t ga  = lim  — 11 — — — — . 

t=tx  xn-\-m-\r  l xn-\-m 

Fallen  aber  in  jedem  Augenblick  Pn+m  und  Pn+m+i  zusammen, 
so  fallen  stets  sämtliche  Punkte  Pw_|_m  + j,.  v — 1,2,3,...  mit 
Pn+m  zusammen.  Dann  können  wir  natürlich  nicht  mehr  den 
Grenzübergang  ausführen.  Wir  finden  den 

Satz:  Haben  die  von  einem  Systempunkt  P0  abge- 
leiteten Punkte  Pn,  Pn+i,  Pn+2  in  jedem  Augenblick  die 
Anordnung  PnPnjtl  _L  Pn+ 1 Pn+2?  so  haben  sämtliche 
Punkte  Pn+m,  die  vom  Systempunkt  P0  abgeleitet  sind, 
folgende  Anordnung: 

PnPn-\- 1 1 Pn-\- 1 -Pn  + 2 -L  Pn  + 2 Pn-\-  3 -L 

Diese  Anordnung  geht  entweder  unbeschränkt  weiter 
oder  aber  bis  zu  einem  bestimmten  PH+m;  es  fallen  dann 
in  jedem  Augenblick  von  dem  Punkt  Pn-\-m  ab  sämtliche 
höheren  von  P0  abgeleiteten  Punkte  mit  Pn  + m zusammen. 

Für  einen  beliebigen  Wert  von  n hatten  wir  gezeigt,  daß 
Pn  + i der  Krümmungsmittelpunkt  der  betreffenden  Pw-Bahn  ist, 
wenn  PnPn+1  senkrecht  auf  Pw+1Pw  + 2 steht.  Ist  nun  Pn+i 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  betreffenden  Pw-Bahn,  so  muß 
mit  Rücksicht  auf  (1)  die  Gleichung  (18)  bestehen,  die  ihrerseits 
das  Bestehen  der  Gleichung  (16)  zur  Folge  hat.  Es  gilt  also 
auch  die  Umkehrung  voriger  Aussage. 

Bei  der  genannten  Anordnung  der  Punkte  Pn  + m sind  die- 
selben die  m-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  betreffenden  Pn- 
Bahn.  Dies  bleibt  auch  bestehen,  wenn  in  einem  Augenblick 
die  Punkte  Pn  + m + 1 und  Pn  + m zusammenfallen.  Wir  wissen 
schon  aus  § 11,  daß  in  diesem  Augenblick  der  Punkt  Pn  + m 
eine  Spitze  seiner  Bahn  durchläuft.  Es  fällt  also  tatsächlich  in 
diesem  Augenblick  der  Krümmungsmittelpunkt  dieser  Pn  + m-B ahn  * 
mit  dem  betreffenden  Punkt  Pn  + m der  betrachteten  Lage  zu- 
sammen. 

Wir  fassen  unsere  Ergebnisse  zusammen  in  den 
Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  die  Punkte  Pn  + m, 
die  von  einem  Systempunkt  P0  abgeleitet  sind,  folgende 
Anordnung  haben: 

Pn  -fn+ 1 1 Pn+ 1 Pn-\-  2 -L  Pn-\-  2 Pn+3  1 • • ■? 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Punkt  Pn+i  in 
jedem  Moment  der  zum  Punkt  Pn  der  betreffenden  Lage 

Carl.  ß 
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gehörige  Krümmungsmittelpunkt  der  Pn-Bahn  ist.  Dann 
sind  aber  unsere  Punkte  Pn  + m,  m = l,  2,  3,  ...  in  jedem 
Augenblick  die  m-ten  Krümmungsmittelpunkte  der  Pn- 
Bahn,  die  zum  Punkt  Pn  der  betreffenden  Lage  gehören. 

Hat  der  Punkt  P0,  von  dessen  abgeleiteten  Punkten  wir 
gesprochen  haben,  im  x , ^/-System  die  Koordinaten  x0,  y0 , im 
£,  »y-System  diejenigen  £0,  y0,  so  ist: 

a + W 0 cos  t~ Vo  sin  0 = b + Wo  sin  1 + Vo  cos  l)  = Vo- 

Bei  der  besprochenen  Anordnung  der  Punkte  Pn+m  müssen 
x0,  y0  der  Differentialgleichung  (18)  genügen.  Das  ist  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung.  Die  Gleichung  (18)  enthält 
mit  Rücksicht  auf  (I)  des  § 11  die  Differentialquotienten  von 
x0,  yQ  bis  zum  (n  + 2)-ten.  Die  Funktionen  a,  b,  f derjenigen 
Bewegungen,  für  welche  es  einen  Systempunkt  P0  gibt,  deren 
abgeleiteten  Punkte  Pn+m  die  genannte  Anordnung  haben,  müssen 
einer  quadratischen  Differentialgleichung  {n-\-  2)-ter  Ordnung 
Genüge  leisten,  die  ohne  weiteres  aufgestellt  werden  kann.  Zwei 
der  Funktionen  a,  b,  f sind  also  noch  willkürlich. 

Als  Beispiel  wollen  wir  diejenige  Bewegung  bestimmen,  bei 
welcher  die  Größen  a und  b konstant  sind,  d.  h.  bei  welcher  ein 
Systempunkt,  der  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  sein  soll, 
fest  ist,  und  bei  welcher  es  einen  Systempunkt  P0  (£0,  rj0)  gibt, 
dessen  abgeleiteten  Punkte  Pn  in  jedem  Augenblick  so  angeordnet 

sind,  daß  PnPn  + 1 senkrecht  steht  auf  Pn+i  Pn+ 2,  n = 0, 1,  2, 

Infolge  unserer  Annahmen  ist  zunächst: 

(21)  ^0  = ci  + Wo  cos  t-Vo  sin  Q = c1Pfr  cos  (t  + a), 

Vo  = c2  + Wo  sin  t + Vo  cos  0 = c2  H-  fr  sin  (*  + a), 

wobei  r,  a die  Polarkoordinaten  des  Systempunktes  P0  im  £,  »/-System 
sind.  Infolge  der  geforderten  Anordnung  der  von  P0  abgeleiteten 
Punkte  Pn  besteht  jetzt  mit  Rücksicht  auf  (18): 

(22)  <+y7=y‘‘<-<y,0- 

Aus  (21)  folgt: 

x'0  = rf  cos  (t  Pa)  — rf  sin  (t  + a), 
l/'o  = ^f  sin  (£  + a)  + r/’cos  (£  + a), 
x“Q  — r(f“  — f ) cos  (t  + a)  — 2 rf  sin  (£-(-  a), 

2/o  = siQ  (ß  + a)  + 2 rf  cos  (t  + a). 
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Setzen  wir  diese  Werte  in  Gleichung  (22)  ein,  so  erhalten  wir: 

Der  Radiusvektor  r ist  beliebig,  aber  von  Null  verschieden.  Es 
muß  also  gelten: 

(23)  f'-ff'Mo. 

In  dieser  Differentialgleichung  kommt  aber  r gar  nicht  mehr  vor. 
Dasselbe  gilt  von  a.  d.  h.:  Ist  ein  Systempunkt  des  ähnlich  ver- 
änderlichen Systems  ein  fester  Punkt  und  existiert  ein  weiterer 
Systempunkt,  für  welchen  die  abgeleiteten  Punkte  die  genannte 
Anordnung  haben,  so  ist  dies  für  alle  Systempunkte  der  Eall. 

Eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (23)  ist  f = 0.  Diese 
kommt  jedoch  nicht  in  Betracht.  Ist  f rj = 0,  so  läßt  sich  (23) 
schreiben : 

r__  r_ 

fWf‘‘ 

Durch  Integration  kommt: 

ln(Jcf)  = lnf\  ~-  = lc. 

Durch  nochmalige  Integration  erhalten  wir: 

f=Cekt. 

Die  Gleichungen  der  gesuchten  Bewegung  lauten  somit  nach  (21): 

xo  = ci  + r Cekt  cos  (t  + a),  y0  = c2-\-r  Cekt  sin  {t  + a). 

Wir  verschieben  den  Anfangspunkt  des  x,  y- Systems  um  cv  c2 
und  erhalten: 

(24)  x — rCekt  cos  (t-J-a),  y — r Cekt  sin  (t a). 

Die  Größe  r ist  gemäß  ihrer  Einführung  positiv.  Ist  C<  0,  so 
setzen  wir  C—  — G1  und  schreiben  (24): 

(24  a)  x ==  r Ctekt  cos  (t -\- a -\- ji),  y = r Cxekt  sin(t-\- a 

Wir  setzen: 

r*  =^r  bez-  r.  = > also  ri > °> 

sodaß  (24)  und  (24a)  übergehen  in: 

x = r1  ek(-t~^cc)  cos  (t  + a),  y = r1ek(f+a)  sin 

bez. 

x = r1ek('t  + a + n)  cos  (£-f-  a + jz),  y — rx  efc(*  + C£  + 7r)  sin  (^ -f  a-f-  n). 

6* 
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Der  Radiusvektor  des  Systempunktes  r,  a in  bezug  auf  das  um 
c±,  c2  verschobene  x,y- System  ist: 

Q = r1ekit  + a)  bez.  g = r1e**  + B + *>. 

Die  Anomalie  desselben  Systempunktes  in  bezug  auf  das  verschobene 
x,  y- System  ist: 

cp  ==  t -{-  a,  bez.  cp  — 

sodaß  die  Bahnkurve  des  beliebigen  Systempunktes  P0  in  Polar- 
koordinaten lautet:  . 

e = r1eÄ«’. 


Das  ist  aber  die  Gleichung  einer  logarithmischen  Spirale. 

Es  beschreiben  also  sämtliche  Systempunkte  mit  Ausnahme 
des  Anfangspunktes,  der  fest  ist,  logarithmische  Spiralen,  die 
alle  kongruent  sind. 

Die  Koordinaten  des  von  P0(r,  a)  abgeleiteten  Punktes  Pn 
lauten  mit  Rücksicht  auf  (1)  des  § 11  und  (21),  da  f==  Cekt  ist: 

xn  — \ + r Chnekt  cos  (t  + a + n — 

\ A 

M \ 
yn  = e2  + r Ckne  sin  \t  + a + n jj  . 

Durch  diese  Gleichungen  ist  aber  wieder  eine  logarithmische 
Spirale  dargestellt.  Es  sind  also  bei  unserer  Bewegung  nicht 
nur  alle  Bahnkurven,  sondern  auch  sämtliche  Bahnkurven  aller 
abgeleiteten  Bewegungen  logarithmische  Spiralen.  Alle  diese 
logarithmischen  Spiralen  sind  samt  und  sonders  kongruent  und 
besitzen  den  festen  Punkt  des  ähnlich  veränderlichen  Systems 
als  asymptotischen  Punkt.  Aus  den  Gleichungen  (25)  folgt  aber, 
außer  daß  Pn  + 1Pn  immer  senkrecht  auf  Pn  + 2 Pn  + i steht,  daß 
in  jedem  Augenblick  sämtliche  Punkte  Pn  mit  geradem  und 
sämtliche  mit  ungeradem  Index  auf  zwei  zu  einander  senkrechten 
Geraden  liegen,  deren  Schnittpunkt  der  gemeinsame  asymptotische 
Punkt  aller  erwähnten  logarithmischen  Spiralen  ist.  Je  nachdem 
ob  |&|§1  ist,  entfernen  sich  die  Punkte  Pn  mit  wachsendem  n 
unbeschränkt  von  dem  asymptotischen  Punkt  oder  nähern  sich 
demselben  mit  wachsendem  n unbeschränkt.  Für  | h \ = 1 fallen 
die  Punkte  Pn  nach  dem  Modul  4 mit  P0,PVPVPB  zusammen. 
Kennen  wir  für  eine  Systemlage  einen  beliebigen  Punkt  P0  und 
den  von  ihm  abgeleiteten  Pv  so  können  wir  nach  unseren  An- 
gaben sämtliche  von  P0  abgeleiteten  Punkte  sofort  konstruktiv 
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finden,  wenn  uns  der  feste  Systempunkt  0 des  beweglichen 
Systems  bekannt  ist. 

Aus  unseren  Betrachtungen  geht  hervor,  daß  die  Lage  der 
Punkte  P0  und  P1  so  sein  muß,  daß  4?0  0P1  — 90°  ist. 


Wir  ziehen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  0 und  P0 
einerseits  und  0 und  P,  andrerseits.  Dann  machen  wir  PXP2 
senkrecht  auf  P0PV  P2P3  senkrecht  auf  P1P2  usw. 

Bei  der  erhaltenen  Figur  müssen  infolge  (25)  die  Propor- 
tionen gelten: 

0 Pn'  0-fn  + l ==  ®Pn-\-i  ’•  0 Pn-\-  2>  M ==  0,  1,  2,  . . . 

Das  ist  tatsächlich  der  Fall,  da  gilt: 

A Pn0 Pn-\-i  ~ A Pn-\-i0 P^-f  2 j % 0, 1,  2, . . . 

Wir  verlassen  nun  dieses  Beispiel. 

Das  Bestehen  der  Differentialgleichung  (18)  war  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  von  dem  Systempunkt  P0  abgeleiteten 
Punkte  Pn+m  in  jedem  Augenblick  die  Anordnung  haben: 

PnP n-\-l^-Pn+iPn-\-2  A • • • • 

Wir  wollen  jetzt  dieser  Differentialgleichung: 

(18)  x‘£  + y‘£  = y^x‘n  — x‘i,yln 

eine  weitere  geometrische  Deutung  geben. 

Xn  konnte  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  werden. 
Wir  können  daher  Gleichung  (18)  schreiben: 
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y‘n 


y‘nx‘n  xny‘n 


ijW=±(y^\ 

^ X§  dt  \ oc'n)  ' 


Nun  ist  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  der  P,rBahn. 

, yn 

tgq?  = —r . 

Wir  können  somit  unsere  Differentialgleichung  auch  schreiben: 


oder: 


i+tg>=— (tg<p) 


d(tg  cp ) 


dt. 


1 -f-  tg^  cp 

Hieraus  erhalten  wir  durch  Integration: 

arc  tg(tg  cp)  = t~rc, 
cp ===  t -f-  c. 


d.  h. 


Verstehen  wir  unter  t die  Zeit,  so  ist  der  Drehwinkel  t eine 
Funktion  von  t.  In  unserm  Fall  gilt: 


^r.  d cp d i 

^ - 

Die  Drehgeschwindigkeit  der  Tangente  unserer  P?rBahn  ist  genau 
so  groß  wie  die  Drehgeschwindigkeit  des  beweglichen  Systemes. 

Gilt  die  Gleichung  (18),  so  besteht  auch  diejenige  (II)  und 
umgekehrt.  Wir  können  daher  den  auf  Seite  81/82  ausgesprochenen 
Satz  auch  folgendermaßen  formulieren. 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  alle  vom  System- 
punkt P0  abgeleiteten  Punkte  Pnjrmrm  = 0, 1,  2, . . . folgende 
Anordnung  haben:  PwP^+1lPn+1Pn+2lPw+2i^+3l • • ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Tangente  der  be- 
treffenden P^-Bahn  im  Punkte  Pn  der  jeweiligen  Lage 
dieselbe  Drehgesch windigkeit  wie  das  bewegliche  System 
besitzt. 

Im  folgenden  wollen  wir  diejenigen  Bewegungen  in  Betracht 
ziehen,  bei  welchen  in  jedem  Augenblick  alle  von  einem  System- 
punkt P0  abgeleiteten  Punkte  Pw+m,  m — 0,1,2,...  nach  dem 
Modul  2 auf  zwei  Parallelen  liegen. 
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Zunächst  mögen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  Pw  und 
Pnjr2  einerseits  und  Pn-\-i  und  Pn+ 3 andrerseits  in  jedem 
Augenblick  einander  parallel  sein.  Hierzu  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  gilt: 

(26)  (?/n_j_3  ynJri)(xn-ir2  %n) ==  (Vn-\-  2 Vn)(^n  + 3 %n  + l)' 

Nach  den  Gleichungen  (I)  ist: 

Xn  + 2-Xn  = -x'n-2yJn,  yn  + 2-yn  = -yn  + 

%n+  3 ^n+l  — yn  — — 2yn,  yn+3~  yn+l  = — %'n  ~3yn-\~  n • 

Wir  wollen  erst  den  Sonderfall  behandeln,  daß  in  jedem  Augenblick 
Pn  und  Pn- f-2  zusammenfallen.  Es  gelten  dann  die  beiden 
Differentialgleichungen : 

— ajl  -2y‘n  = 0,  - y“  + 2x'n  = 0. 

Hieraus  folgt: 

Pn  + 2yn  = <,  y‘n  — 2xn  = c'2, 

y'nJr±yn=C1. 

Das  allgemeine  Integral  der  letzten  Differentialgleichung  ist: 

(28)  yn  = c±  + r sin  (2  t + a), 

sodaß  wir  weiter  finden: 

(28  a)  — c2  + r cos  (2£+  a). 

Haben  aber  die  Koordinaten  des  Punktes  Pn  die  angegebene 
Form,  so  wissen  wir  nach  dem  früheren,  daß  in  jedem  Augenblick 
sämtliche  von  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m  nach  dem  Modul  2 
mit  Pn  und  Pn_|_t  zusammeufallen,  was  man  auch  leicht  findet, 
wenn  man  nach  (I)  die  Koordinaten  der  Punkte  Pn+m  berechnet. 
Wir  finden  den  Satz: 

Fallen  in  jedem  Augenblick  die  von  einem  System- 
punkt P0  abgeleiteten  Punkte  Pn  und  Pn  + 2 zusammen, 
so  fallen  sämtliche  von  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn-\-m 
nach  dem  Modul  2 in  jedem  Augenblick  mit  Pn  und 
Pn_l_i  zusammen. 

Der  Fall,  daß  andauernd  Pn_ j_i  und  Pn_ j_3  zusammenfallen, 
ist  nun  gleichfalls  erledigt. 

Wir  bemerken,  daß  die  Funktionen  a,  b,  f derjenigen  Be- 
wegungen, bei  denen  ein  Punkt  P0  existiert,  dessen  abgeleiteten 
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Punkte  Pn-\-m  nach  dem  Modul  2 mit  Pn  und  Pn+ ± in  jedem 
Augenblick  zusammenfallen,  zwei  linearen  Differentialgleichungen 
n-ter  Ordnung  genügen  müssen,  wie  man  leicht  einsieht,  wenn 
man  die  Gleichungen  (1)  des  § 11  und  diejenigen  (28)  und  (28a) 
betrachtet.  Wir  können  also  noch  eine  der  Funktionen  willkürlich 
wählen. 

Wir  nehmen  nun  an,  daß  weder  andauernd  Pn  und  Pw+2 
noch  Pn_ j_i  und  Pn+3  zusammenfallen. 

Die  Gleichung  (26)  läßt  sich  mit  Rücksicht  auf  (27)  schreiben: 

(—  - 3 y%  + 2 x'n)  (—  XÜ  — 2 y‘n)  = (—  y‘n  + 2 x‘n)  (tfg  — 3 — 2 y‘n). 

Wir  subtrahieren  auf  beiden  Seiten  das  Produkt: 

, , , {-yn  + ^x‘n){-x^~2y‘n) 

und  erhalten: 

(29a)  (—x%—2yß(—xü-2yln) 

oder:  , 

2 -rf*  K-*»- 2y»)ä]  = 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

(-  - 2 y'nYP  (—  y'n  + %Pn)2  = r 2, 

wobei  r eine  Konstante  ist. 

Infolge  von  (27)  läßt  sich  die  soeben  hingeschriebene 
Gleichung  auch  in  die  Form  bringen: 

(29)  (xnjr2~xnyjr(yn+2  — yny  = r2. 

Der  Abstand  der  Punkte  Pn  und  Pw  + 2 ist  also  in  jedem 
Augenblick  derselbe.  Die  relative  Bahn  des  Punktes  Pn +2  in 
bezug  auf  den  Punkt  Pn  ist  demnach  ein  Kreis  mit  Pn  als 
Mittelpunkt,  oder  aber  Pn  + 2 bleibt  in  relativer  Ruhe  in  bezug 
auf  Pn.  Das  letztere  tritt  ein,  wenn  xnjr2  — xn  und  yn+2^myn 
konstant  sind. 

Gilt  die  Gleichung  (29),  so  ist  auch  die  Gleichung  (26) 
richtig.  Ist  also  der  Abstand  der  Punkte  Pn  und  Pnjr2  in  jedem 
Augenblick  derselbe,  so  ist  stets  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
Pn  und  Pw_j_2  parallel  derjenigen  der  Punkte  Pn~ j-i  und  Pw_p3. 

Jetzt  nehmen  wir  an,  daß  in  jedem  Augenblick  die  von 
einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn,  Pw+2,  Pw+4  auf 
einer  Geraden  liegen,  die  andauernd  der  Verbindungslinie  der 


= (-  y‘n  + 2a£)(yÄ'—  2x&) 

- Yin  K~y'*+ 2 O2]- 
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Punkte  Pn-{-i  und  Pw+3  parallel  ist.  Es  tritt  dann  zur  Gleichung 
(26)  noch  folgende  hinzu: 

(30)  (yn-\- 4 Vn-\- 2)  [Xn-{-3  Xn-\-\)  ==  (\)n-\- 3 Vn-\- 1)  {xn-\-4:  Xn-\- 2)* 

Nach  den  Gleichungen  (I)  ist: 

iv  , . 111  r 11  0 1 

Xn+ 4 ^n  + 2 — 4“  ^Vn  2?/w, 

' Vn+i  Vn+2  ==  Vn  -f-  2xn , 

wobei  die  römischen  Zahlen  Differentiationen  nach  t bedeuten. 
Der  Gleichung  (30)  können  wir  somit  die  folgende  Form  geben: 

(yn-4xlnI-  5 2/"+  2xln)(yln-  3Xn- 2 yl) 

= {xln  + 4 yln—  bXn  — 2yln)(—x1n1—  3yln  + 2 a:»). 

Wir  subtrahieren  auf  beiden  Seiten  das  Produkt: 

(y™  - 3 x„  - 2 y\)  (-  — 3 y“+ 2 a&) 

und  erhalten : 

(Vn  3 Xn  2 IJn)  (jjn  3 2 2/w) 

= {xln  +3yln—2  *")  (-  Xn1  - 3 «/” + 2 a&) 

oder: 

44“  K^n| 3«“-2^)2]  =-4P[(-^I-3^+2^)a]> 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

(y™—  3a£—  3?/ii)2  + («™-  3y"+  2^)2  = r2, 
wobei  rx  eine  Konstante  ist. 

Infolge  der  Beziehungen  (27)  geht  die  soeben  hingeschriebene 
Gleichung  über  in: 

(31)  (xn  + 3~  xn  +1)2  + Q/n  + 8 - Vn  +l)2  = r\. 

Der  Abstand  der  Punkte  Pn+i  und  Pn  + 3 ist  ebenfalls  in  jedem 
Augenblick  derselbe.  Wie  (31)  aus  (30)  folgt,  so  ergibt  sich  um- 
gekehrt (30)  aus  (31),  wie  man  leicht  einsieht. 

Aus  den  Gleichungen  (26)  und  (30)  findet  man  die  weitere: 

(32)  ( yn  + 4 Vn  + 2)  (xn  + 2 xn ) = (yn  4.2  y^)  ( xn  + 4 Xn  4-  2) 

oder: 

(Vn—  5yn  + 2xl)(—X%—2yl) 

= (x„’  + 4 yln  - 5 Xn  — 2 y\) (-  yln  + 2 Xn). 
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Wir  subtrahieren  auf  beiden  Seiten  das  Produkt: 

( Vn  % 3?n)  ( 3? n 2 y w) 

und  erhalten: 

(; Vn  — 4 a:™  — 4 «/“)(-  a:“  - 2 2/Ji)  = (a£v + 4 y™  —4  a:“)  (—  t/“  + 2 xn) 
oder : 

[: Vn — 2 XlnI+  2 (- Xn  — 2 J/“)]  (—  — 2 J/J,) 

= [a£T+2«/™  — 2(— ?/™  + 2a:“)]  (—  2/“+2a£). 

Wegen  der  Gleichung  (29a)  ergibt  die  letzte  Gleichung: 

(ylJ—  2a:™)  (—  Xn  — 2yl)  = (a£v  + 2t/“)  (—«/“+  2 a:»). 

Diese  Gleichung  und  diejenige  (29a)  liefern  die  weitere: 

(yln—  2Xnl)(ylnl—  2a;")==(a:»v  + 2«/“)(-a;™—  2y„) 

oder: 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

(—  yln  + 2a;“)2  + (— a:™  — 2 a/”)2  = ea 
oder  mit  Rücksicht  auf  (27): 

(33)  [~j{yn  + 2- 2/»))  + [jjj  {xn  + 2-*„) j = e2. 

Verstehen  wir  unter  s2  den  vom  Punkte  Pn  + 2 auf  dem  relativen 
Bahnkreis  um  Pn  als  Mittelpunkt  zurückgelegten  Weg,  so  gilt 
nach  (33): 

d%__ 
dt  —L’ 

wobei  c eine  Konstante  ist,  die  speziell  gleich  Null  sein  kann. 
Infolge  von  (29)  können  wir  setzen: 

(34)  xn  + 2 — xn  = r cos  9?,  yn  + 2—yn  = rsm  % 

wobei  op  eine  Funktion  des  Drehwinkels  t ist.  Die  Gleichung  (33) 
liefert  dann: 

Es  hat  also  cp  die  Form: 

cp  — a t + ß, 

wobei  a auch  Null  sein  kann. 

Die  Gleichungen  (34)  können  somit  geschrieben  werden: 

xn  + 2—xn  = rcos(atJr  ß),  Vn  + 2 —yn  = r sin  (at  + ß). 
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Bedenken  wir,  daß  nach  (1)  die  Relationen  gelten: 

2 — ^ (ym+2~ym)==3'm+2  £/to+2  (%m~ym)  — %'m+  3 3?m+l> 

ym+2  ym  + ^ (^m+2  ^m) ==  ?/m+2  “H  ^?m+2  (2/md_^m)==  2/m-f 3 2/m+l  j 

so  finden  wir: 

#w+3  — a?w+1  = r(l  — a)  cos  (at  + ß), 

2/w+s  — ^+i  = r(l  — a)  sin  (a £ + /?), 
aJn+4— ^+2  = ^(1  — a)2cos  («£  + £), 
yn+4-2/»+2  = ^(l  — a)2sin  (<P  + ß), 

^w  + m + 2 ^n  + m-  = ^(l  Cf)m  COS  (ct£  /?), 

t/n  + m + 2 yn-\-m  = ^(1  a)m  sin  (cc£  -]-  /?). 

Diese  Gleichungen  sind  auch  richtig  für  a = 0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  daß  in  jedem  Augenblick  gilt: 

PftP?i  + 2 ||  -fji-f-1 -fw+3  ||  Pn-\-2  Pn-\-4:  ||  • • •? 

d.  h.  es  liegen  in  jedem  Augenblik  sämtliche  von  Pn  abgeleiteten 
Punkte  Pn+m  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  Parallelen.  Auf 
dieses  Resultat  sind  wir  gestoßen  bei  der  Annahme,  daß  in  jedem 
Augenblick  die  von  einem  Systempunkt  abgeleiteten  Punkte  Pn, 
Pn+2,  Pn+4  auf  einer  Geraden  liegen,  die  immer  parallel  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  Pn+i,  Pn+3  ist.  Es  gilt  somit  der 
Satz:  Liegen  in  jedem  Augenblick  die  von  einem 
Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn,  Pn+ 2,  Pn+ 4 auf 
einer  Geraden,  die  stets  parallel  der  Verbindungslinie 
der  von  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn+i  und  Pn_ j_3  ist,  so 
liegen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  P0  abgeleiteten 
Punkte  Pm  von  Pn  ab  nach  dem  Modul  2 auf  zwei 
parallelen  Geraden. 

Bestehen  die  Gleichungen  (26)  und  (30),  so  gelten  auch  die- 
jenigen (29)  und  (33),  wie  wir  gesehen  haben.  Bestehen  hingegen 
die  Gleichungen  (29)  und  (33),  so  sind  auch  diejenigen  (26)  und  (30) 
richtig,  wie  man  sich  ohne  Schwierigkeit  zurechtlegen  kann.  Unter 
solchen  Umständen  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 

Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  Pn  ab- 
geleiteten Punkte  Pn+m  nach  dem  Modul  2 auf  zwei 
parallelen  Geraden  verteilt  liegen,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  relative  Bahn  des  Punktes  Pn  + 2 
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in  bezug  auf  Pn  ein  Kreis  mit  Pn  als  Mittelpunkt  ist, 
und  daß  der  Punkt  Pn-\-2  bei  gleichen  Drehungen  des 
beweglichen  Systems  gleiche  Strecken  auf  seinem  rela- 
tiven ßahnkreis  um  Pn  zurücklegt. 

Der  Fall,  daß  Pn+2  in  bezug  auf  Pn  in  relativer  Ruhe  ist, 
ist  als  Spezialfall  in  dem  genannten  mit  enthalten. 

Gelten  die  Gleichungen  (26)  und  (30),  so  bestehen  auch  die- 
jenigen (29)  und  (31)  und  umgekehrt,  wie  wir  schon  bemerkt 
haben.  Der  soeben  angeführte  Satz  läßt  sich  somit  noch  in 
folgende  Form  bringen: 

Damit  die  von  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn  + m in  jedem 
Augenblick  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  Parallelen  ver- 
teilt liegen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 
Längen  der  Strecken  PnPn+2  und  Pn  + 1Pn+3  sich  im  Laufe 
der  Bewegung  nicht  äudern. 

Bedenken  wir,  daß 

xn  = x0-  nx  y‘0  - n2  ||  yn  = yQJrn1x‘0-n<1yl‘- . . . 

ist,  so  erkennen  wir  mit  Rücksicht  auf  (27),  (29)  und  (31),  daß 
die  Funktionen  a,  b,  f derjenigen  Bewegungen,  bei  denen  ein 
Punkt  P0  existiert,  dessen  abgeleiteten  Punkte  Pn  + m in  jedem 
Augenblick  von  Pn  ab  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  Parallelen 
verteilt  liegen,  zwei  Differentialgleichungen  2.  Grades  genügen 
müssen,  von  denen  die  eine  von  der  {n  + 3)-ten  und  die  andere 
von  der  (n  + 2)-ten  Ordnung  ist.  Wir  können  also  über  eine  der 
Funktionen  a,  b,  f noch  willkürlich  verfügen. 

Fallen  in  jedem  Augenblick  die  beiden  parallelen  Geraden 
zu  einer  zusammen,  so  bleiben  die  angegebenen  Bedingungen 
als  notwendige  bestehen.  Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  daß 
bei  den  früher  behandelten  Bewegungen,  bei  denen  die  von  einem 
Punkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn-\-m  hi  jedem  Augenblick  auf 
einer  Geraden  liegen,  die  jetzt  angegebenen  Bedingungen  tat- 
sächlich bestehen. 

Wir  kommen  jetzt  zu  denjenigen  Bewegungen,  bei  denen  in 
jedem  Augenblick  sämtliche  von  einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten 
Punkte  Pn+m  von  Pn  ab  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  zueinander 
senkrechten  Geraden  verteilt  liegen. 

Es  soll  zunächst  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn  und 
Pn+ 2 in  jedem  Augenblick  senkrecht  stehen  auf  derjenigen  der 
Punkte  Pn+ 1 und  Pn  + 3. 


93 


Dabei  können  wir  annehmen,  daß  weder  Pn  mit  Pn- \-2,  noch 
Pn+i  mit  Pn- j-s  dauernd  zusammenfällt,  da  diese  Fälle  schon 
erledigt  sind. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  genannte 
Anordnung  lautet: 

Vn-\- 2 Un  xn-\- 3 xn-\- 1 


(35) 


Vn-\-  3 yn-\- 1 


xn  + 2 xn 

oder  mit  Rücksicht  auf  (27): 

(-  yH  + 2 X'n)  (-  Xn—%yn  + 2 Pn) 
= ( Pn  2 y‘r *)  ( y'n  3 Pn  2 ?/k) 


(36) 

oder: 


(36  a) 


( Vn  ^ X-ft)  | 2?/k)  Vn  ^ j 


— ( ^Vn) 


dt 


{-Vn  + ZP^-Pn-Zyn 


oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung: 

y n ~t"  2 yn==rh  %n  + 2 = £ 


einführen: 
(36  a) 


>(-£+«)■ 
? ff  **  v dt  * 


Wäre  andauernd  £ = 0,  so  müßte  zufolge  dieser  Gleichung  auch 
rj  stets  gleich  Null  sein.  Dann  würde  aber  stets  Pn  mit  Pn  + 2 
zusammenfallen,  was  wir  jedoch  jetzt  nicht  annehmen  wollten. 
Ist  £=1=0,  so  läßt  sich  unsere  Differentialgleichung  schreiben: 


oder: 


“(i)'-fe(D 

"(i) 


■+|i 


— dt. 


Hieraus  folgt  durch  Integration: 

arc  tg  (-S-)  = t + c. 

'1  yn  + 2 Vn 


t g<P 


"n  + 2 


Setzen  wir: 
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so  erhalten  wir: 


(p  — t — (—  c. 


Verstehen  wir  unter  t die  Zeit,  so  ist  t eine  Punktion  von  t. 
Es  gilt: 

(37)  */  = p, 

v ' dz  di 

Die  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn  und  Pn  + 2 dreht  sich  also 
im  Laufe  der  Bewegung  genau  so  schnell  wie  das  ähnlich  ver- 
änderliche System.  Aus  der  Gleichung  (35)  folgte  Gleichung  (37). 
Gilt  die  Gleichung  (37),  so  ist  auch  (35)  erfüllt,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (36)  erhalten  wir: 

(-  Vnl  + 2 xln)  (-a:™  - 3 «/”  + 2 x\)  + (-  y„  + 2 x\)  (-x™  - 3 y™ +2  x„) 

= - (-Xn  -2 yln)  ( yln  - 3 x„- 2 yn)  - (x„  - 2 yn)  (l)n  - 3 - 2 yln). 


Vir  subtrahieren  auf  beiden  Seiten  das  Produkt: 


(-  yn1  + 2 Xn) (-  Xn1  - 2 </") 

und  erhalten: 

(—  Vn  + 2 Xn  ) ( — yn  + 2 Xn)  -f-  (—  i/n  + 2 Xn)  (—  Xn  — 3 Ifn  -j-  2 OC'n) 
= — {—xln—2y1n){—x1n—2y\)—(x1n—2y1n){y1n-Z  Xn1 —2  yln) 

oder: 

(-  Vn  + 2 £C«)  (-  Xln  - 4 J/™  + 4 X„) 

= — (-Xn  — 2yln)  (yXJ- 4a?”1-  4 yl„). 

Addieren  wir  auf  beiden  Seiten  das  Produkt: 

( — Vn  + 2 xn)  ( xn  -j-  2 yn), 

so  erhalten  wir: 

(—  Vn  + 2 Xn)  (—  xj  — 4;(/’,I+5  a:"  + 2 y J,) 

= — {—Xn — 2yln)(y1n—4:X1nl—  5 yln  + 2 xln). 

Nun  ist: 

Xn+2  Xn ===  Xn  Vn+2  yn r:zz:  Vn  “h  2xn) 

^+4  — xn+2  = »nV  + 42/J*11—  5xn  — 2yn, 
yn+±  — yn+ 2 = yln—±Xnl—  5 1/*  + 2a&, 

sodaß  gilt: 

(38)  (d/n+  2 yn){Xn-V 4 ^»+2)  (^n+2  (^/w+4  2/?i+2)- 
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Die  Differenzen  xn+±  — xn+2  und  yn+4i  — yn+2  können  beide 
zugleich  dauernd  gleich  Null  sein.  Dann  fallen,  wie  wir  gesehen 
haben,  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  Pn+2  abgeleiteten 
Punkte  Pn+2+m  nach  dem  Modul  2 mit  Pn+2  und  Pw+3  zusammen. 
Pn  und  Pn+2  sollten  nach  Annahme  nicht  zusammeufallen,  dann 
kann  von  den  beiden  Differenzen  xn+2  — xn  und  yn+2~yn  weder 
die  eine  noch  die  andere  dauernd  allein  verschwinden,  wie  aus 
(36  a)  folgt. 

Fällt  Pn+2  nicht  dauernd  mit  Pw+ 4 zusammen,  so  gelten 
infolge  von  (35)  und  (38)  die  Gleichungen: 

V?i+  2 Vn  xn  + 3 xn  + 1 Vn+±  Vn+  2 

xn  + 2 xn  Un+3  Vn+ 1 xn+  4 xn+2 

d.  h. : Steht  in  jedem  Augenblick  PnPn+2  senkrecht  auf  Pn+1Pn+3, 
so  gilt  stets  Pn Pn _j_ 2 -L Pn -\- 1 Pn  + 3 -L Pn + 2 Pn -4- 4 • Da  n eine  beliebige 
Zahl  der  Reihe  0,1,  2, ...  ist,  gilt  andauernd  PMPw_|_2-LPn+iPn+3-L.  • 
wenn  in  jedem  Augenblick  PnPnjr2  senkrecht  steht  auf  Pn+1Pw+3. 

Bedenken  wir,  daß  die  Gleichung  (37)  eine  Folge  von  (35) 
war  und  umgekehrt,  so  gelangen  wir  zu  dem 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von 

einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pw+m  von  Pn 
ab  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  zu  einander  senkrechten 
Geraden  verteilt  liegen,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  Pn  und  Pn_ j_2  sich 
ebenso  sehn  eil  dreht  wie  das  bewegliche  System,  und 
zwar  in  demselben  Sinne. 

Fällt  dabei  andauernd  Pn+m  mit  Pn+m+ 2 zusammen,  so 
fallen  stets  die  Punkte  Pn+m+n  v Ä 0,  1,  2, . . . nach  dem  Modul  2 
mit  Pn_ j_m  und  Pn^_m+1  zusammen. 

Beachten  wir,  daß 

xn  = x0-  ntyJ0  - n2x“  + . . .,  yn  = y0Jr  - n2y“  - . . . 

ist,  so  erkennen  wir  mit  Rücksicht  auf  (36),  daß  die  Funktionen 
a,  &,  f derjenigen  Bewegungen,  bei  denen  es  einen  Systempunkt 
gibt,  dessen  abgeleiteten  Punkte  Pm  von  Pn  ab  nach  dem  Modul  2 
auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  liegen,  einer  Differential- 
gleichung (n  + 3)-ter  Ordnung  und  zweiten  Grades  genügen  müssen. 
Es  sind  also  zwei  der  Funktionen  a,  b , f willkürlich. 

Als  Beispiel  wollen  wir  diejenigen  Bewegungen  bestimmen, 
bei  welchen  ein  Systempunkt  P'  des  ähnlich  veränderlichen 
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Systems  in  Ruhe  bleibt,  und  bei  denen  ein  Punkt  P0  existiert, 
dessen  abgeleiteten  Punkte  Pn,  n = 0, 1,  2 . . . in  jedem  Augenblick 
nach  dem  Modul  2 auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden 
verteilt  liegen.  Wir  wählen  P'  als  Anfangspunkt  des  beweglichen 
Systems. 

Der  betreffende  Punkt  P0  habe  im  £,  ^-System  die  Koordinaten 
r,  a , sodaß  gilt: 

xo  = ci  + fr  cos  (f  + a\  Vo  = c2  + fr  sin  (t  + a). 

Durch  Differentiation  erhalten  wir: 

x‘o  = fr  cos  (t  + a)  — fr  sin  (t  -j-  a), 

y‘<> =f>r  s^n  iß + °0  + fr  cos  (t  + <*), 
x'd  = {f“~f)r  cos  + a)  ~ %f‘r  siQ  (£  + a), 

= (/"—  f)r  sin  (t a) 2 fJ r cos  (£-f-  a). 

Ferner  finden  wir: 

2 - y" = — (f+  f“) r sin  (f + «),  K + 2 y‘o  = (f+  f“) r cos  (t + «)> 

-Jt  (2*o  “ y‘o).  = - (f+  f‘‘)r  COS  (t  + a)-  (f‘  + fM)r  an  (t  + a), 

-jf  (K  + 2 y'0) =—((+  f“)r  sin  (i + “)  + (f‘ + f“‘ ) r cos  (*+“)• 

Die  Differentialgleichung  (36)  oder  (36  a)  läßt  sich  in  unserem 
Falle  schreiben : 

— (f+  f“)  r sin  (t  + a)  [(/+  f“)  r sin  (f  + a) 

— (f'+f“‘)rcos  (t  + a)  — (f+  f“)r  sin  (t-\-  a)] 

= (f+  f‘‘)r  cos  (t  + a ) [(/■+  f“)r  cos  (t  + a) 

+ (f  + f“‘)  r sin  (t  +a)  — (f+  f“)  cos  (t  + a)] 

oder: 

(f‘  + fn 0 (f  + f“) r sin  (t  -j~  ot)  cos  (t  -j-  a ) 

= (f‘  + f“‘)  (f+  f“)r  sin  (ß  + «) cos  (*  + «)• 

Wir  sind  also  auf  eine  Identität  gestoßen.  Wir  finden  den  Satz: 
Ist  ein  Systempunkt  eines  ähnlich  veränderlichen 
Systems  in  Ruhe,  so  hat  jeder  Punkt  P0  des  Systemes 
unabhängig  vom  Streckungsfaktor  f(t)  desselben  die 
Eigenschaft,  daß  sämtliche  von  ihm  abgeleiteten  Punkte 
Pn , n = 0, 1,2,...  nach  dem  Modul  2 in  jedem  Augenblick 
auf  zwei  zu  einander  senkrechten  Geraden  verteilt  liegen. 

Es  sind  dabei  natürlich  sämtliche  Sonderheiten  inbegriffen, 
die  durch  Zusammenfallen  von  Punkten  eintreten  können. 
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Im  folgenden  wollen  wir  noch  zwei  Gruppierungen  der  Punkte 
Pn , die  von  einem  Systempunkt  P0  abgeleitet  sind,  betrachten. 
Dabei  wollen  wir  uns  aber  kürzer  fassen  als  im  vorhergehenden. 

Wir  fragen  uns  zunächst,  wann  in  jedem  Augenblick  sämtliche 
von  Pn  abgeleiteten  Punkte  Pn+m,  m==  0,1,2,...  nach  dem 
Modul  x auf  x Parallelen  verteilt  liegen. 

Ist  zunächst  in  jedem  Augenblick  PnPn+x  parallel 
Pn  + iPn  + x + i,  so  besteht  für  jeden  Wert  von  t die  Gleichung: 

(39)  ( Xn  + % Xn)  (yn  + X+1  yn  + 1 ) z==  (y?i  + x Vn)  (%n  + x +1  +l)* 

Nach  den  Formeln  (I)  gilt: 

% n 4-  x % n ==:  Vn  ^2  “b  ^3  Vn  ~h  • • • j 

(40)  yn  + x — yn  = X1Xn  — X 2yn-XsXJn,Jr-.., 

%n  + x + l — %n  + l = — yn  — (^  + 1 \%>n  + (^  + l)3  y'n  +•■••» 

2Ai  + *+l  — 2/n+l  =fj  *n—  (*  + 1 \yn~(*  + 1 + . . . . 

Fällt  andauernd  der  Punkt  Pn  mit  dem  Punkte  Pn+x  zu- 
sammen, so  ist: 

•%n  + x ==  0,  yn  + x yn  ===  0- 
Bedenken  wir  die  Beziehungen: 

+ 1 2/m?  ym  -f 1 ===  ym  “b 

so  finden  wir  in  unserm  Fall: 

xv  + x xv~z  °’  y^x-Vy^i  v = n,n+l,n+2,.... 

Satz:  Fallen  in  jedem  Augenblick  die  von  einem 
Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn  und  Pn  + X zu- 
sammen, so  fallen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von  P0 
abgeleiteten  Punkte  Pn+m,  m — 0, 1,  2, . . . nach  dem  Modul  x 
mit  den  Punkten  Pw,  Pn  + 1?  . . . Pn+x—i  zusammen. 

Erwägen  wir  die  Relation: 

{x  + l)m  — Xm  + Xm  _ 1 , 

so  können  wir  die  Gleichung  (39),  wenn  wir  auf  beiden  Seiten 
das  Produkt: 

( ^1  yn  ^2 Xn  ^3  Vn  “f"  • • •)  %n  ^^yn  ^3  X^  -f-  • . •) 

abziehen,  schreiben: 


Carl. 


7 


98 


/ I II  , III  , W II  III  , IV  , X 

( yn  ^2  ~f“  ^3  Vn  "1”  • • •)  ( Vn  ^2  n i ^3  2/n  i~  • • •) 

— [X^ Xn  X^  Vn  ^3  Wn  H (~  • • •)  ( ^1  H“  ^2  2/^  ~r  ^3 • • •) 

oder: 

(pCn  + x Mn)  ' ^ n ) — (Vn  + x Vn)  * (jjn  + x 2/w)> 

1 4-  ((*.+ x-xny) =~yw  (fr» + - - *»)■)• 


(42) 


Hieraus  folgt  durch  Integration: 

(41)  (xn  + x-xny  + (yn+x-yny  = r‘s. 

Gilt  in  jedem  Augenblick  PnFn+lc\\Pn  + 1Pn  +x  + i||P„  + 2-Pn  + *+2, 
so  tritt  zu  (39)  für  jeden  Wert  von  t noch  die  Gleichung  hinzu: 

(?Cn  4-  x +1  xn  +l)  ( Vn  -f  x +2  Vn  + 2) 

— {Vn  + x+l  — yn+l)(%n  + x+2  — %n  + 2)- 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  analog  dem  vorhergehenden: 

(43)  (xn  + X +1  —Xn  +1)2  + (yn  + X +1  -yn  +i)S  = r\. 

Es  ist: 

+ x +1  + 1 — 3?m  + x 2/m  + x ip^m  2/m) 

7 3?m  + x ^m  (2/m  + x 2/m)? 

(44) 

2/m  4-  x 4-1  2/m  4- 1 ==  2/m  4-  Jf“b  ^m  4-  Jf ' (2/mH~  3?m) 

— 2/m  4-  x 2/m  ~H  ^m  4-  x «^m» 

Infolge  der  Gleichung  (41)  besteht: 

%n  4-  x ~ % n ==  f cos  99,  yn  + x yn  = v sin  99, 

wobei  99  eine  Funktion  des  Drehwinkels  t ist. 

Die  Relationen  (44)  liefern  uns: 


xn  + x+1—xn+l  = r(l  — 99')  cos  9 9,  yn  + x+1  — yn+i  = r{l—cp‘)  sin  99. 

Aus  (43)  geht  dann  hervor,  daß  99  die  Form  hat: 

9 0 — at-\-  ß. 

Demnach  ist: 

(45)  xn  + x — xn  = r cos  («/  + /?),  yn  + x — yn  = r sin  (a/-bß). 
Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  (44): 

Xn  + m + x—> xn  + m = r(l—  a)m  cos  (at  + ß), 

yn  + m + x — yn  + m = r(  1— a)msin  («/  + A W=  1,2,3,.... 
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Es  liegen  also  in  unserni  Fall  sämtliche  Punkte  Pn+m , m = 0, 1,  2, . . . 
nach  dem  Modul  x auf  x parallelen  Geraden  verteilt.  Die  Be- 
deutung der  Fälle  a=l  und  a = 0 ist  klar. 

Bei  Berücksichtigung  des  früheren  finden  wir  leicht  den 

Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von 
einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pm  von  Pn 
ab  nach  dem  Modul  * auf  ^ Parallelen  verteilt  liegen, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  relative  Bahn 
des  Punktes  Pn  + x in  bezug  auf  den  Punkt  Pn  ein  Kreis 
mit  Pn  als  Mittelpunkt  ist,  und  daß  Pn  + X bei  gleichen 
Drehungen  des  beweglichen  Systems  gleiche  Strecken 
auf  seinem  relativen  Bahnkreis  zurücklegt. 

In  der  genannten  Bedingung  ist  der  Fall  der  relativen  Ruhe 
des  Punktes  Pn  + x in  bezug  auf  Pn  mit  enthalten. 

Soll  es  bei  einer  Bewegung  einen  Systempunkt  P0  geben, 
dessen  abgeleiteten  Punkte  Pn  + m,  m = 0, 1,  2, . . . in  jedem  Augen- 
blick die  gewünschte  Anordnung  haben,  so  müssen  die  Funktionen 
a,  b1  f zwei  Differentialgleichungen  2.  Grades  genügen,  von  denen 
die  eine  von  der  (w  + »)-ten,  die  andere  von  der  (w  + « + l)-ten 
Ordnung  ist.  Eine  der  Funktionen  a,  b , f ist  also  noch  willkürlich. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  diejenigen  Bewegungen  kurz 
in  Betracht  ziehen,  bei  welchen  die  von  einem  Punkt  Pn  abge- 
leiteten Punkte  in  jedem  Augenblick  die  Anordnung  haben: 
PnPn-{-x  -L  Pn  + \P n -f  x + 1 -L  Pn  4-  2Pn-\-x-\-2  X • • • . Ist  dabei  X ==  2 
so  liegen  die  Punkte  Pn  + W nach  dem  Modul  2 r auf  2 r Geraden 
verteilt,  von  denen  jede  Gerade  auf  der  folgenden  senkrecht  steht, 
wie  man  leicht  erkennt. 

Steht  zunächst  in  jedem  Augenblick  Pn  Pn,x  senkrecht  auf 
Pn  + iPw  + x_|_1,  so  gilt  für  jeden  Wert  von  t die  Gleichung: 

Vn  + x-'Vn  Xn  + x +l  xn  +l 

xn  + x~~xn  yn  + x+l  +1 

Von  dem  schon  erledigten  Fall,  daß  Px  dauernd  mit  Pn-\-x  oder 
Pn  + 1 dauernd  mit  PnjrXjrl  zusammenfällt,  sehen  wir  hier  ab. 

Bedenken  wir  die  Beziehung: 

(x  -fi  l)m  = + Xm  — l-, 

so  kann  die  Gleichung  (46)  mit  Rücksicht  auf  (40)  geschrieben 
werden: 


7* 
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(yn+TC-yn) 

— (p^n  + x ^n) 


dt 


(ß'n  + x ^n)  H"  yn  -+•  x yn 


dt 


oder: 

(47) 


( tjn  + x yn)  "t"  %n  + x 


dt 


p+iW-ssMii-, 


wobei  £ = xn+x— xn,  y — ynJrX—yn  gesetzt  ist. 

Wäre  £ = 0 , so  müßte  auch  y = 0 sein.  Dann  würde  an- 
dauernd Pn  mit  Pn  + x zusammenfallen,  was  wir  jedoch  nicht 
annehmen  wollen.  Im  übrigen  läßt  sich  (47)  in  die  Form  bringen: 


Setzen  wir: 


ar=m 


tgip 


’n  + x Vn 


, ... — x„. 


n + x ~n 

so  folgt  aus  unserer  Gleichung,  ähnlich  wie  früher: 

(p  = t + c. 

Verstehen  wir  unter  t die  Zeit,  so  ist  t eine  Funktion  von  r. 
Es  gilt: 

(48)  ^ = 4L- 

v ’ dz  dz 


Die  Verbindungslinie  der  Punkte  Pn  und  Pn-\.x  dreht  sich  genau 
so  schnell  wie  das  ähnlich  veränderliche  System. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (45)  ergibt  sich: 

2 £&  + 2r)ri‘  = £ri"-?'ri, 

wobei  die  Striche  Differentiationen  nach  t bedeuten. 

Es  ist  demnach: 

1(2 -n“)  = -17  (2  v + £")• 

Wir  addieren  auf  beiden  Seiten  das  Produkt  und  finden: 

£ (rj  + 2 £' — y“)=  — rj  (— 1 + 2 rj*  -f  £")• 

Mit  Rücksicht  auf  (44)  erhalten  wir: 

(%n  + x %n)(yn  + x +2  yn  + 2)  = {yn  + x yn)  {%n  4-  x + 2 %n  + 2)* 

Gehen  wir  nun  ähnlich  vor  wie  früher,  so  gelangen  wir  zu  dem 


101 


Satz:  Damit  in  jedem  Augenblick  sämtliche  von 
einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten  Punkte  Pn+m  von 
Pn  ab  folgende  Anordnung  haben: 

PnPn  + x -L  Pn  + lP n + x+ 1 -L  Pn  + 2-Pw  + x + 2 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Verbindungs- 
gerade der  Punkte  Pn  und  Pn+x  sich  ebenso  schnell 
dreht  wie  das  ähnlich  veränderliche  System  und  den- 
selben Drehsinn  besitzt. 

Fällt  dabei  Pn+m  dauernd  mit  Pn.+  m + x zusammen,  so  fallen 
stets  die  Punkte  Pn+m  + l /,  v = 0, 1,  2, ...  nach  dem  Modul  x mit 
den  Punkten  P^  + m?  P»  + w + i,  Pn  + m + 2i  • • • Pn  + nt  + x — i zusammen. 

Die  Funktionen  a,  b,  f der  Bewegungen,  bei  denen  es  einen 
Systempunkt  P0  gibt,  dessen  abgeleiteten  Punkte  Pn+m,m  — 0,1,  2,... 
in  jedem  Augenblick  die  gewünschte  Anordnung  haben,  müssen 
einer  Differentialgleichung  {n-\-x-\-  l)-ter  Ordnung  und  zweiten 
Grades  genügen.  Zwei  der  Funktionen  a,  b,  f sind  also  willkürlich. 

Die  entsprechenden  Untersuchungen  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  sind  ganz  ähnlich  zu  führen.  Wir  brauchen  deshalb 
nicht  näher  darauf  einzugehen.  Bei  starren  Systemen  gelten  unsere 
Untersuchungen  ähnlich  für  die  Rückkehr-  und  Wendepole. 

§ 14. 

Untersuchung  der  Bewegungen,  bei  denen  es  einen  System- 
punkt P0  gibt,  dessen  abgeleiteten  Punkte  in  jedem 
Augenblick  mit  demselben  auf  einer  Geraden  liegen,  für 
den  Fall,  daß  f(t)  = c 1 sin  t -f  c2  cos  t ist. 

Im  vorigen  Paragraphen  fanden  wir  den  Satz:  Damit  in 

jedem  Augenblick  sämtliche  von  einem  Systempunkt  P0  abgeleiteten 
Punkte  Pn , n — 0,1,2,...  auf  einer  Geraden  liegen,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  Bahnkurve  des  Punktes  P0  ein  Kreis 
oder  eine  Gerade  ist,  und  daß  P0  bei  gleichen  Drehungen  des 
Systems  gleiche  Strecken  auf  seiner  Bahnkurve  zurücklegt. 

Wir  behandeln  zunächst  den  Fall,  daß  die  Bahnkurve  des 
Punktes  P0  ein  Kreis  ist.  Die  Koordinaten  des  Punktes  P0  lauten 
in  diesem  Fall,  wie  wir  gesehen  haben: 

(1)  x0  = A + P cos  (dt  + ß)j  y0  =P  + P sin  (dtp  ß). 

Im  £,  ^-System  habe  unser  FunktP0(m?m1)  die  Polarkoordinaten  r,  a. 
Da  f(t ) = c±  sin  t + c2  cos  t = c sin  (t  + y)  ist,  erhalten  wir : 
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x0  = a-\-  er  sin  (t-\-  y)  cos  (t-\-  a)f 
y0  = b + er  sin  (t  + y)  sin  (t  + a). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (1)  finden  wir  hieraus  für  die 
Funktionen  a und  b die  Werte: 


a = A -f  R cos  {dt  + ß)  — er  sin  {t  + y)  cos 
b = B-\-R  sin  (St  -f-  ß)  — er  sin  {t-\-y)  sin  (£+a). 


Nun  ist: 

2 sin  (t  -f-  y)  cos  (t  + a)  = sin  (2 1 -f-  a -f-  y)  -j-  sin  (y  — a), 
— 2 sin  (t  -1“  y)  sin  (£  + <*)  = cos  (2  t-\-a-\-y)~  cos  (; y — a). 

Die  Funktionen  a und  b können  somit  geschrieben  werden. 
a — Cx  + R cos  (ö  t -f-  ß)  — r sin  (2 1 + y + a). 

(2) 

b = C^  + R sin  (dt  + ß)  -{--^r  cos  (2t -\-y  + a), 
wobei  gesetzt  ist: 

(2a)  Ci  = A — y r sin  (y  — a),  C2  = B - ~r.  cos  (7  — a). 


Die  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Systempunktes  mit 
den  Koordinaten  £ — rx  cos  ax , rj  = r.L  sin  ax  sind: 

x = a ~\-  crx  sin  (t  + y)  cos 
y — b-\-  cr1  sin  it-\-y)  sin  (£gS%) 

oder: 

* = « + y ri  tsin  (2 1 + y + et,)  + sin  (7  - aj], 

V = i + y *\  [—  cos  (2 1 + y + a, ) + cos  (y  — aj]. 

Bei  Beachtung  von  (2)  ergibt  sich: 

x=  C'  + R cos (St  + ß)  + 4-  [r1  sin(2^  + y + a1)-rsin(2^+y+  a)], 
(3) 

y = C"  + R sin  (dt  + ß)  + Y [r cos (2 t+  y + a)  — r1  cos (2 t+y+  aj]. 


Dabei  ist: 

(4) 


m — £ 


C“  = B 


—l_  m1  r] 
2 °2  2 


C1  ==  c cos  y,  c2  = csiny,  m = r cosa,  m1  — rs\na, 
i — r±  cos  , rj  = rx  sin  ar 


Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  auch  in  die  Form  bringen: 
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x = C‘  + E cos  (5 1 + ß)  + 4 r2  sin  (2 1 + y + a2), 

(5) 

y = C"'  + -B  sin  (<5  i + ß)  — y r2  cos  (2  < + / + a2), 
wobei  gilt: 

(6)  r2  cos  a2  = g — m,  r2  sin  a2  = rj  — mv 

Die  Gleichungen  (5)  repräsentieren  die  Bahnkurve  eines  beliebigen 
Punktes  g,  r\.  Für  g — m , r]  = m1  gehen  die  Gleichungen  (5)  in 
diejenigen  (1)  über  und  für  £=0,  77  = 0 in  diejenigen  (2),  da 
dann  r2  — r,  a2  = a — 71  ist. 

Führen  wir  vermöge  der  Substitution: 

einen  neuen  Parameter  ein,  so  gehen  die  Gleichungen  (5)  über  in: 

X = C‘  + R cos  tx  + + Y r2  sin  {t1  + y + ct2), 

y — C“-\-  R sin  (^t1  + ß^--^r2<im{t1  + y + a2). 

Wir  verschieben  den  Koordinatenanfangspunkt  um  C C " und 
erhalten: 

x1  = B cos  r2cos  ^ + 7 + a2  - ^-)  , 

yl  = Rsm{±t1  + ß}  + -^r2  sin [^  + y + «a  - yj  . 

Ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit  können  R,  c , r2  positiv 
angenommen  werden. 

Um  zu  erkennen,  was  für  eine  Kurve  die  Bahnkurve  eines 
beliebigen  Systempunktes  ist,  stellen  wir  folgende  Betrachtungen  an: 
Es  möge  ein  beweglicher  Kreis  auf  einem  festen  Kreis 
abrollen.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  der  beweglichen  Ebene 
eine  Epi-  oder  Hypozykloide,  je  nachdem  ob  der  feste  Kreis  von 
außen  oder  von  innen  berührt  wird.  Rollt  der  bewegliche  Kreis 
mit  seiner  konkaven  Seite  auf  der  konvexen  des  festen  Kreises 
ab,  so  nennt  man  die  Bahn  eines  Punktes  der  beweglichen  Ebene 
zuweilen  auch  eine  Perizykloide.  Dieselbe  ist  eine  Epizykloide1). 


x)  Vergl.  Loria,  Ebene  Kurven,  S.  479  (1902). 
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Machen  wir  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  zu  Anfangspunkten 
der  beiden  Ebenen,  wählen  wir  die  Achsenkreuze  beider  Ebenen 
so,  daß  entsprechende  Achsen  anfangs  parallel  und  gleichgerichtet 
sind,  verstehen  wir  ferner  unter  q1  und  p2  die  Radien  des  festen 
und  beweglichen  Kreises,  unter  a3  die  Anomalie  des  Berührungs- 
punktes beider  Kreise  in  der  Anfangslage,  unter  p3,  a4  die 
Polarkoordinaten  eines  Systempunktes  der  beweglichen  Ebene,  so 
lauten  die  Bahngleichungen  dieses  Punktes1): 


Dabei  ist  t der  Drehwinkel  der  beweglichen  Ebene.  Gelten  die 
oberen  Zeichen,  so  berühren  sich  beide  Kreise  von  außen,  gelten 
die  unteren,  so  berührt  der  eine  Kreis  den  anderen  von  innen. 
Im  ersten  Fall  liegt  eine  Epi-,  im  zweiten  Fall  eine  Hypo-  oder 
Perizykloide  vor. 

Die  angegebenen  Gleichungen  lassen  sich  auch  folgender- 
maßen schreiben: 


Wenn  im  zweiten  Falle  q-1—q2<  0 ist,  können  die  Gleichungen 
noch  in  die  Form*  gebracht  werden: 


wobei  a“  = a3-\-  tt  und  — ist. 

Es  ist  a3  die  Anomalie  des  anfänglichen  Berührungspunktes 
der  beiden  Kreise  in  bezug  auf  das  x,  «/-System.  Bei  der  epi- 
zykloidischen  Bewegung  und  bei  der  hypozykloidischen  Bewegung, 
für  welche  px  — > 0 ist,  ist  ct3  zugleich  Anomalie  des  Mittel- 

punktes des  rollenden  Kreises  in  bezug  auf  das  x,  «/-System, 


x = (pi  + Q2)  cos  1-  q3  cos  (t  + a4), 


y — + fei  Hz  £2) sin  + £3 Slü  (ß  + a^)‘ 


x = (Qi+  q9)  cos  I t + a*  1 + 0«  COS  (t  + aA): 


l)  Carl,  Diss.,  S.  79  u.  80. 
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während  bei  dem  letzten  Fall,  der  perizykloidischen  Bewegung, 
die  Anomalie  des  Mittelpunktes  des  rollenden  Kreises  in  der 
Anfangslage  den  Wert  aB-\-n  hat.  Ziehen  wir  die  vor  den 
Radien  stehenden  Zeichen  in  dieselbe  hinein,  so  erhalten  wir: 

x = fei  + Q2)  cos 


5T1  ' / 

^ t + a')  + gs  sin  ( t + a4), 

Pl  + / 

wobei  p1  + p2>^  ist  «'  die  Anomalie  des  Mittelpunktes  des 
rollenden  Kreises  bei  Beginn  der  Bewegung  in  bezug  auf  das 
feste  Achsenkreuz  ist1). 

Es  gelten  nun  die  folgenden  Verhältnisse: 

Pi  > 0,  p2>0:  Die  Gleichungen  (8)  stellen  eine  Epizykloide  dar. 

p,  >0,  p2  < 0:  Die  Gleichungen  (8)  stellen  eine  Hypozykloide  dar. 

Pi  < 0,  p2>0:  Die  Gleichungen  (8)  stellen  eine  Perizykloide  dar. 

Der  Fall  px<0,  p2<0  kann  nicht  eintreten,  da  in  den 
Gleichungen  (8)  die  Summe  g1  -j-  p2  > 0 ist. 

Die  Gleichungen  (7)  haben  dieselbe  Form  wie  diejenigen  (8). 
Um  die  Abmessungen  der  Bahnkurve  eines  beliebigen  System- 
punktes zu  finden,  haben  wir  zu  setzen: 

(9)  0i  + 0*=-ß,  oi £3=irr2* 

Hieraus  folgt: 

(10)  öi=-B(i||y)>  e2  = yi?,  e,44rs. 

Ist  d < 0,  so  liegt  eine  Hypozykloide  vor. 

Ist  0<d<2,  so  liegt  eine  Epizykloide  vor. 

Ist  d > 2,  so  liegt  eine  Perizykloide  vor. 

Wir  bemerken,  daß  eine  zyklische  Kurve  mit  den  Konstanten 
Pi,  p2,  p3  auch  als  zyklische  Kurve  mit  den  anderen  Konstanten 
pi,  {?2>  @3  aufgefaßt  werden  kann.  Diese  letztere  erhalten  wir,  wenn 
wir  in  (7)  den  Parameter  t‘  = — t1  einführen.  (Über  die  doppelte 
Erzeugung  der  zyklischen  Kurven  vergleiche  Loria,  Ebene  Kurven 
S.  482  und  483.) 

Der  Fall  <5  = 2 soll  später  besprochen  werden.  Ist  d = 0,  so 
ist,  wie  aus  (1)  hervorgeht,  der  Systempunkt  P0(m,ml)  ein  fester 


2/  = fci  + e2)  sin 


(~—  t + a')  + gs  cos  (t  + a4), 

\ Pa  i Po  J 


*)  Carl,  Diss.,  S.  93  u.  94. 
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Punkt  im  ruhenden  System.  Sämtliche  zu  ihm  gehörigen  Punkte 
Pn  fallen  dauernd  mit  ihm  zusammen.  In  diesem  Falle  sind  alle 
Bahnkurven  Kreise. 


Ist  d0  wieder  der  Durchmesser  des  Kreises  K0,  der  über 
P0P1  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  so  findet  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen: 


<5=+^’  &=  + -£'  ^“-ß  + 4- 


Dabei  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem 
ob  der  ausgezeichnete  Systempunkt  P0  seinen  Bahnkreis  im  Sinne 
der  Drehung  des  beweglichen  Systems  durchläuft  oder  nicht. 
Wenn  d>0  ist,  sind  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden: 

Ist  0<d<2,  so  ist  0 <d0<2R:  ist  d>2,  so  ist  d0>2P. 
Wir  finden  den 

Satz:  Liegen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  zu  einem 
Systempunkt  P0  gehörigen  Punkte  Pn  mit  P0  auf  einer 
Geraden,  so  ist  die  Bahn  des  Punktes  P0  ein  Kreis  oder 
eine  Gerade.  Durchläuft  im  ersten  Fall  P0  seinen  Bahn- 
kreis entgegen  dem  Drehsinn  des  beweglichen  Systems,  so 
beschreiben  alle  anderen  Systempunkte  Hypozykloideu 

Durchläuft  hingegen  P0  seinen  Bahnkreis  im  Sinne  der 
Drehung  des  Systems,  so  beschreiben  alle  anderen 
Systemkurven  Epizykloiden 

(- 1 = 2~ , 9*  = ~2~’  Q*==ltr‘i) 

oder  Peri zykloiden 


0a  = 


<?3=Vr2 


je  nachdem  ob  der  Durchmesser  des  zum  ausgezeichneten 
Punkte  P0  gehörigen  Kreises  K0  kleiner  oder  größer  ist 
als  der  Durchmesser  des  Bahnkreises  von  P0.  (Vergl. 
Tafel  I,  Fig.  1.) 

Natürlich  können  die  genannten  Epi-,  Peri-  und  Hypo- 
zykloiden in  einfachere  Kurven  entarten. 

Nennen  wir  den  Mittelpunkt  des  festen  der  beiden  die 
Zykloide  erzeugenden  Kreise  kurz  den  Mittelpunkt  der  be- 
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treffenden  Zykloide,  so  folgt  aus  (3),  (4)  und  (7),  daß  nicht  etwa 
alleBahnepi-  oder  Bahnhypozykloiden  denselben  Mittelpunkt  haben. 
Dagegen  haben  alle  Bahnkurven  dieselben  Konstanten  q1  und  p2. 
Die  Größe  p3  = -|-rl 2 ändert  sich  mit  r2  = j/(£  — m)2-\-  (rj  — mj2, 
d.  h.:  Sämtliche  Systempunkte,  welche  von  dem  aus- 
gezeichneten Systempunkt  P0  (m,  denselben  Abstand 
haben,  beschreiben  kongruente  Bahnkurven. 

Die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Bahnzykloide  des 
Systempunktes  Pq(£,  rj)  sind  nach  (4),  wenn  man  bedenkt,  daß 

cA=ccosy,  c2  = csiny,  m = r2  cosa2,  rj  — m1  = r2  sin  a2 


(11)  C'  = l + yrjSin(7-a2),  C"  = B + r2  cos  (y  - a2). 


Ist  r2  konstant  und  a2  variabel,  so  stellen  die  Gleichungen  (11) 
einen  Kreis  dar.  Ist  hingegen  a2  konstant  und  r2  variabel,  so 
repräsentieren  die  Gleichungen  (11)  eine  Gerade.  Die  Größen 
A,  B sind  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  M des  Bahnkreises 
des  ausgezeichneten  Systempunktes  P0  (m,  mx).  Wir  finden: 
Die  Mittelpunkte  der  Bahnzykloiden  sämtlicher  System- 
punkte, die  von  PQ(m,m^)  denselben  Abstand  haben,  liegen 
auf  einem  Kreis  mit  M als  Mittelpunkt.  Die  Mittel- 
punkte der  Bahnzykloiden  sämtlicher  Systempunkte, 
die  auf  einer  durch  P0(m,  gehenden  Geraden  liegen, 
liegen  auf  einer  Geraden  durch  M. 

Bollt  ein  Kreis  auf  einem  anderen  ab,  so  beschreibt  jeder 
Punkt  der  Ebene  des  ersteren  eine  Epi-  oder  Hypozykloide. 
Die  Punkte,  die  auf  dem  Umfang  des  rollenden  Kreises  liegen, 
beschreiben  sogenannte  gemeine  Epi-  oder  Hypozykloiden. 

Welche  Systempunkte  haben  in  unserem  Fall  gemeine  Epi- 
bez.  Hypozykloiden  als  Bahnkurven? 

Für  diese  Punkte  muß  nach  den  Gleichungen  (9)  und  (11) 
gelten : 


ist: 


d.  h. 


Die  Systemkurve,  deren  jeweilige  Phase  die  bewegliche  Polkurve 
ist,  hat  die  Gleichungen1): 


Hartmann,  Diss.,  S.  11. 


108 


p+f 2 

Jsin  t(fa‘  — f‘b‘) 

— COS  t 

(fb‘+f‘a‘)\ 

Vp  — 

p+r* 

[sin  t (fb‘ f a‘) 

+ COS  t 

0 faf-f'V)] 

• 

Bei  uns 

ist  nun: 

pjrf*  = c 

2 

7 

1 

f*+f‘ 

2 (/■«' 

-f‘V)= 

Bd 

c oosK13 

1 )t  + ß 

— y]  + r sin 

(t  + a), 

1 

p+r 

s-C/’B 

- ~ sin  [(*- 

1 )iJrß 

— y]  — r cos 

(t+a). 

Wir  erhalten  demnach: 

= r cos  a + R sin  [((5  — 2 )t-\-  ß—y], 

7]p  = r sin  a ^ R cos  [(<5  — 2)t-\-  ß — y]. 

Da  m = r cos  a,  m^rsina  ist,  finden  wir: 

(S p-m)2+(%— -ß)  • 

Das  ist  aber  die  Gleichung  des  Systemkreises,  auf  den  wir  schon 
vorhin  gestoßen  sind.  Es  gilt  also:  Die  Punkte  der  System- 
kurve, deren  jeweilige  Phase  die  bewegliche  Polkurve 
ist  — d.  h.  ein  Kreis  mit  dem  ausgezeichneten  System- 
punkt P0(m,m1)  als  Mittelpunkt  — beschreiben  gemeine 
Epizykloiden  oder  gemeine  Hypozykloiden  oder  gemeine 
Perizykloiden. 

Es  sei  noch  eine  besonders  einfache  Bewegung  hervorgehoben 
für  den  Fall,  daß  der  Systempunkt  P0  seinen  Bahnkreis  entgegen 
dem  Drehsinn  des  beweglichen  Systems  durchläuft.  Alle  Bahn- 
kurven waren  hier  im  allgemeinen  Hypozykloiden.  Ist  insbesondere 
d0  = 2R,  so  ist  d = — 2. 

Die  Bahngleichungen  (7)  lauten  dann: 

x = R cos  (tt —ß)  -f-  y r2  cos  (t±  + e), 
y = — B sin  (t± -ß)+  y r2  sin  + e), 
wobei  s = y-\-a2  — ist. 

Drehen  wir  das  Achsenkreuz  um  den  Winkel  y (ß  -j-  e),  so- 
daß  zwischen  den  neuen  und  alten  Koordinaten  die  Beziehungen 
gelten: 
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ß + £ . • /?+  £ 

xx=x  cos  — 1-  y sid  , 

. ß~\~€  ß~\~£ 

Vi  = — x sin  + y cos  , 

so  erhalten  wir: 

= (-^  + oos  + 

(12) 

^-(-B+fr,)  sin  (<1  + ^). 

Ist  r2  = R,  so  stellen  diese  Gleichungen  eine  Gerade  dar. 
Die  Bahnkurven  aller  Systempunkte,  die  auf  dem  Kreise  mit 
der  Gleichung: 

(£— m)*  + iß]  — ^i)2  = 


liegen,  sind  gerade  Linien.  Ist  -|-r2=|=P,  so  folgt  aus  (12): 


(1  '.+*)* 


Gemäß  der  Einführung  sind  c,  P,  r2  positive  Größen.  Wir  finden: 
Bei  unserer  Bewegung  sind  alle  Bahnkurven  Ellipsen 
mit  den  Halbachsen  yr2+P  und  |yf2  — P|.  Für  alle  Punkte 
eines  Systemkreises,  dessen  jeweilige  Phase  bewegliche 
Polkurve  und  Wendekreis  ist,  arten  die  Ellipsen  in 
Geraden  aus. 

Auf  diese  Bewegung  kommen  wir  noch  einmal  zurück. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  noch  unerledigten  Fall:  d = + 2. 

Es  ist  hier  d0  = 2B.  Nach  Gl.  (10)  des  § 13  fallen  dann 
alle  Punkte  Pni  die  zu  dem  ausgezeichneten  Systempunkt  P0 
gehören,  nach  dem  Modul  2 mit  P0  und  Px  zusammen.  Die  Bahn- 
gleichungcn  (7)  eines  beliebigen  Systempunktes  lauten  jetzt: 

x — P cos  (^  + ß)  + y r%  cos  + e), 


iy  = B sin  (tx  + ß)  + r2  sin  ft  + e), 

wobei  e = y + a2  — ~ ist. 

Setzen  wir: 

B cos  ß + ~ r2  cos  e — B1  cos  i , 

B sin  ß -j-  r2  sin  e = Bx  sin  i, 
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so  erhalten  wir: 

x — cos  (tx  + 0?  y — sin  1). 

Sämtliche  Bahnkurven  sind  Kreise.  Der  Systempunkt  aber,  der 
sich  aus  r2=-|P,  e = ß + n oder  a2=^jz  + ß — y bestimmt,  bleibt 
während  der  Bewegung  in  Ruhe.  Alle  Bahnkreise  gehen 
durch  einen  Puukt,  den  festen  Drehungspol  des  beweg- 
lichen Systems,  wie  man  leicht  erkennt  und  durch  die  Rech- 
nung bestätigen  kann.  Auf  diese  Bewegung  sind  wir  schon  in 
§ 7 gestoßen. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  zweiten  Hauptfall,  nämlich,  daß 
die  Bahn  des  ausgezeichneten  Systempunktes  P0,  dessen  ab- 
geleiteten Punkte  in  jedem  Augenblick  mit  P0  auf  einer  Geraden 
liegen,  eine  Gerade  ist.  Die  Koordinaten  des  Punktes  P0  lauten 
in  diesem  Fall,  wie  wir  gesehen  haben: 

(13)  x0  = At+B,  y0  = Ct  + D. 

Im  £,  ^-System  seien  die  Koordinaten  des  genannten  Punktes  P0: 
m = r cos  a,  m1  ~ r sin  a. 

Es  gilt  somit: 

xQ  = a er  sin  (t  -j-  y)  cos  (t  + a), 
y0  = b + er  sin  (t  + y)  sin  (t  + a). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (13)  erhalten  wir  für  die 
Größen  a und  h die  Werte: 

a ==  B -j-  A t — c r sin  (t  -j-  y)  cos  (t  + a), 
b = D-\-  Ct  — er  sin  (£  + y)  sin  (t  + a) 

oder: 

a = Cv  + A t — r sin  (2 t -f-  y + a), 

(14) 

b — C2  -j-  Ct  -f-  — r cos  (2 1 -f-  y + a), 
wobei  gesetzt  ist: 

(14a)  C1=B  — ^-r  sin  (y-a),  C2  = D--^  r cos  (y - a). 

Die  Bewegungsgleichungen  eines  beliebigen  Systempunktes  mit 
den  Koordinaten  | — ^cosc^,  y = r±  sin  ax  sind: 

x = C1  + A 1 4; y [r±  sin  (2 t + y + aß)  — r sin  (2t  + y + «)], 
y—C“+  Ct  + -~f[r  cos  (2 1 + y + a)  — r1  cos  (2 1 + y + aj]. 
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Dabei  ist: 
C‘  = B + c, 


m — £ 


(7"  = D — Cj 


m — £ 


mi  V 


Die  angegebenen  Bewegungsgleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 


(15) 

wobei  gilt: 


x = C'  -}-  A t -f-  -g-  r2  sin  (2 1 y -f-  a2), 
y = C“+  Ct  — 4-r2cos(2i  + 7 + a2), 


r2  cos  a2  = £—m,  r2  sin  a2  —rj—mv  r2  > 0. 


Für  £ = m,  rj  = m1  gehen  die  Gleichungen  (15)  in  diejenigen  (13) 
über,  für  £ = 0,  rj  = 0 in  diejenigen  (14),  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  wenn  man  bedenkt,  daß  dann  a2  = a—n  und  r2—r  ist. 
Führen  wir  vermöge  der  Substitution: 

= 2 1 + y + a2 

einen  neuen  Parameter  ein,  und  verschieben  wir  den  Koordinaten- 
anfangspunkt um 

G‘—  4(7  + a2),  C"-y(r  + a2), 


so  erscheinen  die  Bahngleichungen  in  der  Form: 

x1  = ~t1  + -^-r2smtv  ~r2o,o^tv 

Wir  setzen  jetzt: 

A — Rl  sin  X,  C—Rx  cos  X,  > 0 

und  drehen  unser  Koordinatensystem  um  den  Winkel  — -j-  ^-)  > 

dann  gehen  die  Bahngleichungen  über  in: 

= — + y r3  sin  + X + yj , y2  = — y r2  cos  ^ + A + yj  . 

Machen  wir  weiterhin  die  Substitutionen : 


+ y ? 


2 


so  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Koordinatenanfangspunkt  um 


* 


verschieben: 


(15  a)  xs  = Q&- R sin  #,  y3  = B(l  — cos  #). 
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Das  sind  aber  die  Gleichungen  der  sekundären  Zykloide,  welche 
von  Michelangelo  Ricci  entdeckt  worden  ist  und  die  gemeine 
Zykloide  als  Spezialfall  in  sich  enthält1). 

Die  sekundäre  Zykloide  artet  für  alle  diejenigen  System- 
punkte in  eine  gemeine  Zykloide  aus,  für  welche  gilt: 

d.  h.  i?j  = cr2  oder  = c ]/(£— w)2+  (rj  — 

Es  ist  aber: 

wenn  d0  der  Durchmesser  des  zum  ausgezeichneten  Systempunkt 
P0  gehörigen  Kreises  K0  ist.  Die  Systempunkte,  deren  Bahn- 
kurven gemeine  Zykloiden  sind,  erfüllen  den  Systemkreis: 


desseu  Mittelpunkt  der  ausgezeichnete  Systempunkt  P0  und  dessen 


Radius  gleich  ~ ist. 


Die  Systemkurve,  deren  jeweilige  Phase  die  bewegliche  Pol- 
kurve ist,  hat  die  Gleichungen: 


jdppi  {sin  t(fa'-fb')  - cos  t(fb'  + f‘a')} , 
{sin  t ( fb‘  + f a‘)  + cos  t ( fa‘  — f &')} 


(16) 

Vp 

Bei  uns  ist  jetzt: 

f2  + fl2  = c2, 

fa‘  — f‘b‘  = e\A  sin  — C cos  (t  -f-  y)  -f  er  sin  (£  + a)], 

fb1  = c [A  cos  (tJry)-\-C  sin  (t  + y)  — er  cos  (£-}-  a)]. 

Wir  erhalten  demnach: 

= —■  (—  A cos  (2 t + y)—  Csin  (2  t + y)  + er  cos  a), 

rjp  = ^-(A  sin  (2 1 + y)  — C cos  (2 1 + y)  + er  sin  a). 

Erwägen  wir,  daß  rcosa=m,  rsina  = m1,  M = P1sinA,  (7=P1cosA 
ist,  so  finden  wir: 

£p  = m — sin  (2  t -f  y -f- A),  rjp  = ml  — cos  y + X). 


Carl,  Diss.,  S.  82. 
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Wie  schon  erwähnt,  ist  aber  Rl  = d0,  sodaß  gilt: 

& - mY  + iVp  ~ ™i)2  = (y) ' 

Der  vorhin  gefundene  Systemkreis  fällt  also  mit  derjenigen  System- 
kurve zusammen,  deren  jeweilige  Phase  die  bewegliche  Polkurve  ist. 

Satz:  Liegen  in  jedem  Augenblick  sämtliche  zum 

Systempunkt  P0  gehörigen  Punkte  Pn  mit  P0  auf  einer 
Geraden,  und  ist  die  Bahn  des  Punktes  P0  eine  Gerade, 
so  beschreiben  alle  anderen  Systempunkte  sekundäre 
Zykloiden.  Die  Bahnkurven  gehen  jedoch  in  gemeine 
Zykloiden  über  für  alle  Punkte  derjenigen  Systemkurve, 
deren  jeweilige  Phase  die  bewegliche  Polkurve  ist,  d.  h. 
ein  Kreis  mit  dem  ausgezeichneten  Systempunkt  P0  als 
Mittelpunkt.  (Vergl.  Tafel  I,  Fig.  2). 

P 

Für  alle  Bahnkurven  ist  die  Größe  g — -~  dieselbe.  Die 

C 

Konstante  R — -^r2  ist  für  die  Bahnkurven  aller  derjenigen 
Systempunkte  dieselbe,  für  welche  r2  = ]/(£  — m)2  + (rj  — mt)2 
denselben  Wert  hat,  d.  h.:  Alle  Systempunkte,  welche  von 
dem  ausgezeichneten  Systempunkt  P0  denselben  Ab- 
stand haben,  beschreiben  kongruente  Bahnkurven. 

Nennen  wir  die  ^3-Achse,  auf  welche  die  Gleichungen  (15.a) 
bezogen  sind,  die  Grundlinie  der  sekundären  Zykloide,  so  sind 
die  Grundlinien  aller  Bahnkurven  parallel,  da  ja  die  Gleichungen 
(15)  auf  die  Form  (15  a)  gebracht  worden  sind,  indem  neben 
Parallelverschiebungen  nur  eine  Drehung  des  Achsenkreuzes  um 
den  Winkel  + vorgenommen  worden  ist,  die  Größe  l 
aber  für  alle  Systempunkte  die  gleiche  ist. 

Wir  wollen  jetzt  die  Koordinaten  der  Punkte  P^  aufstellen, 
die  zu  dem  beliebigen  Systempunkt  P'  gehören,  wenn  die  Punkte 
Pw,  die  zum  Systempunkt  P0  gehören,  in  jedem  Augenblick  auf  einer 
durch  P0  gehenden  Geraden  liegen.  Die  Bewegungsgleichungen 
eines  beliebigen  Systempunktes  lauten  dann,  wie  wir  gesehen  haben: 

x=  C‘  + Rcos(dt  + ß)  + Yr2  sin  (2£+  y + Oj), 

V = <7"+i?sin  (dt-\-  ß)  — cos(2£  + ?■  + <*2) 

x=  C‘  + At  + -^ra_  sin(2£+y  + a2), 
y=C"+  Ct  — -^rt  cos  (2 1 + y+  a2). 

8 


(5) 

bez. 

(15) 

Carl. 
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Nach  den  Formeln  (1)  des  § 11  finden  wir  als  Koordinaten  des 
Punktes  Ph,  der  zum  Systempunkt  P'  gehört: 

xn  = C‘  R cos  (<3 1 + ß)  (1  — d + n2  d2  + . . .) 

+ p2  sin  (2i  + y + «ä)  (!  ~ % • 2 + w2  • 22  + . • .)» 

yn  = C"  + B sin  (dt  + ß)(  1 — w1(5  + tc2<52  + ...) 

— r^ooa  (2t  + y + a^)  (1  - n n • 2 + • 23+ • • •) 

bez. 

= C'  — n C + A t + y ri  sin  (2 1 + y + aa)  (1  — n,  ■ 2 + w2  • 22  + . . .), 

yH  = C"+nA  + Ct+-£-r2cos(2t+y  + a2)(—  l + n±  ■ 2-n2  ■ 22±...) 
oder: 

xn=  C"+-B(l  — d)noos(dt+ß)  + (-l)n~r2  sin  (2t  + 7 + a2)> 

(!7) 

yn  = C"+R(l-drsm(dt+ß)+X-l)n+1^  ricos(2t+y+a2) 

bez. 

Xn  = C‘  — n C+  At  + (—  1)M  r2  sin  (2  t + y + a,), 

(18)  2 

Vn  = C“+  nA  + Ct  + (—  l)m+1  y r.  cos  (2 1 + 7 + a2). 

Aus  den  Gleichungen  (17)  und  (18)  folgt,  daß  die  zum  beliebigen 
Systempunkt  P'  gehörigen  Punkte  P‘n,  n = 0,1,2,...  in  jedem 
Augenblick  nach  dem  Modul  2 auf  zwei  Parallelen  verteilt  liegen. 

Die  Sonderheiten,  die  bei  speziellen  Werten  von  d eintreten 
können,  sind  leicht  zu  erkennen. 

Sehen  wir  in  den  Gleichungen  (17)  und  (18)  n als  konstant, 
t als  variabel  an,  so  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  Gleichungen 
(17)  bez.  (18)  dieselbe  Kurvenart  darstellen  wie  diejenigen  (5) 
bez.  (15),  d.  h.: 

Sämtliche  P^-Bahnen,  die  zum  beliebigen  System- 
punkt P'  gehören,  sind  sekundäre  Zykloiden,  Epi- 
zykloiden, Hypozykloiden  oder  Perizykloiden,  je  nach- 
dem ob  die  Bahnkurve  des  Punktes  P'  eine  sekundäre 
Zykloide,  eine  Epizykloide,  eine  Hypozykloide  oder 
eine  Perizykloide  ist. 

Natürlich  können  die  genannten  Zykloiden  in  einfachere 
Kurven  ausarten. 

Wir  wollen  jetzt  die  Koordinaten  der  abgeleiteten  Pole  $ßn 
uufstellen  für  den  Fall,  daß  es  einen  Systempunkt  P0  gibt,  dessen 
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b 


abgeleiteten  Punkte  in  jedem  Augenblick  mit  P0  auf  einer 
Geraden  liegen. 

Die  Funktionen  a und  b haben  die  Werte: 

a=C1  +Pcos  (dt-\- ß) ^-rsin  (2 t + a-\-y), 

<2) 

b = C2-\-R  sin  (dt  -f-  ß)  -j — g-  t cos  (2 1 -j-  o.  -f-  y) 

oder: 

a = C1  + A t — r sin  (2 1 + a + y), 

(14) 

b = C2  + Ct  + y r cos  (2 1 + a + y). 

Die  Koordinaten  des  n- ten  abgeleiteten  Pols  lauten  allgemein: 


ai0>  = un  — f#> 
y{n  = Vn  + fin) 


/<“+««$.  + fin)< 

(^00)2  ^(n+l))2 

fWu'n-f(.n+l)v'n 
(f(n)y  + (fin+iyyi. 


wobei  gesetzt  ist: 

un  = a-n^b*  —n2a"  + . . vn  = b + n^a!—n2b1'  — 

In  unserm  Fall  ist: 


f=  c sin  (t  + y),  fto  = c sin  (f  + y + n 
un  = C1+R(l  — d)n  cos  (<5tf  -f-  ß)  + (—  l)w+1  y r sin  (2  t-\-y-\-a), 


vn  = C2  + R(l  — d)n  sin  (dt  + ß)  j-  (—  l)n r cos  (2£-f-y  + a) 
bez. 

= C'i — n C-\-  A 1 4-  (—  l)n  +1  y r sin  (2 1 + y + a),  A = EL  sin  X, 

vn  = (72  H“  % A -f-  Ct  -J”  ( — 1)^  — t cos  (2 1 -p  y ~f"  ot),  C = E 1 cos  A. 


Demnach  ist: 

f(-n+1)<  + fWv'n 

(f(n+ 1)^2 


fin)u‘n— f(w+1)t4 

{^(w))2  -j-  ^(n+l)ja 

bez. 


^.R(l-c5)n  sin  |(dgl)<  + /J!-y-Wyj 

+ (—  l)n+1  r cos  U + a-Wy 
^R(l—$)n cos  ((d-l)t  + ß-y  — 

_|_  sin  [£_j_  «— n y 


8* 
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^i-sin  \t  + y + l + n^ 


-cos  (t  + y + A + n^j 

+ (—  l)nr  sin  U+  a — n -B 


Die  Größen  a und  b mögen  im  folgenden  zunächst  die  Form  (2) 
haben.  Bedenken  wir,  daß  mit  Rücksicht  auf  (2  a): 


C±  + (—  l)n+1  r sin  ( a—y  — nn ) = (7X  — |-r  sin  (a  — y)  = M, 


Setzen  wir  n — 0,  so  stellen  die  Werte  (19)  die  Koordinaten 
des  Poles  $ß0  dar. 

In  jedem  Augenblick  liegen,  wie  aus  (19)  hervorgeht,  sämt- 
liche Pole  $)$2r  und  *ß2r+i>  r = 0,1,2,...  auf  je  einer  Geraden. 
Die  Gesamtheit  dieser  Geraden  bildet  je  ein  Strahlbüschel  mit 
dem  gemeinsamen  Träger  A,  B. 

Man  kann  leicht  zeigen,  daß  alle  ^-Bahnen,  % = 0,1,2,... 
Kurven  von  derselben  Art  sind.  Man  findet,  daß  die  Polbahn 
sowie  alle  abgeleiteten  Polbahnen  entweder  gemeine  Epizykloiden 
oder  gemeine  Hypozykloiden  oder  gemeine  Perizykloiden  sind, 
die  natürlich  in  einfachere  Kurven  entarten  können. 

Wir  wollen  die  Einzelheiten,  deren  Behandlung  ohne 
Schwierigkeit  möglich  ist,  nicht  untersuchen.  Wir  machen  nur 
eine  Bemerkung  zu  dem  Fall  <5=1.  Es  fallen  hier  sämtliche 
abgeleiteten  Pole  $ßw,  n=  1,2,  3, ...  andauernd  mit  dem  Punkt  A,  B 
zusammen.  Als  Koordinaten  des  Poles  finden  wir  in  diesem 
Falle : 


C2  + (—  l)w  cos  (a—y—nn)  = C2-\-- |-r  cos  (a  — y)  = B 

ist,  so  finden  wir  nach  einiger  Rechnung: 


xf = ä + (1  - ay  [ä  (1  - cos  (dt+ß) 

A~  — B cos[(d  — 2)t ß—2y  — njz]  , 
2 


(19) 


y^  = B + (l~S)-  [ä(i— J)  sin  (dt  + ß) 

+ sin  [(<5  — 2)tJrß—  2y— nn]  , n — 0, 1,  2, . . . 
2 
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xp  = A + B [cos  (t  + ß)  + cos  (t—ß  + 2 y + nn)] 

= 4 + lScos  (ß-y—n^  cos  (t  + y + n^j, 

yv  = + -5[sin  (t  + ß)—  sin  {t— ß + 2y  + nx)\ 

= B + B sin  ( ß-y—n  y)  cos  [t  + y + n y) . 

Die  Polbahn  artet  also  in  diesem  Fall  in  eine  Gerade  aus,  auf 
der  sich  der  Pol  periodisch  hin  und  her  bewegt.  Die  Konstanten 
qv  der  Bahnkurven  sind  hier  einander  gleich.  Die  Bahnkurven 
sind  Pascalsche  Schnecken,  insbesondere  Kordioiden1),  (vergl. 
Tafel  II,  Fig.  2). 

Jetzt  sollen  die  Größen  a und  b die  Form  (14)  haben. 
Erwägen  wir,  daß  mit  Bücksicht  auf  (14a) 

G1- \-  (—  l)n+1^r  sin  (a  — y — nji)  = Cx  — ^r  sin  ( a — y)  — B , 

(72  -j- (— l)n-|-r  cos  (a  — y—nn)  = C2  -f  r cos  (a  — 7)  —D 

ist,  so  finden  wir  durch  ähnliche  Rechnung  wie  vorher: 

= B—n  (7—  -i-  -^1  cos  ^ + (-®i  s^n 

-j — g-  -ßj  cos  (2 1 -f-  2 y -j-  X -J-  viTi)) 

(20)  1 

y^n—B  + nA  Rv  sin  X -p  (i^  cos  A)  t 

— \b^  sin  (2t 2y-f  X -f-wjr),  w = 0, 1,  2,... 
A — Ry^  sin  2,  Ö = R±  cos  X. 

Es  liegen,  wie  aus  (20)  hervorgeht,  sämtliche  Pole  n = 0, 1,  2, . . . 
in  jedem  Augenblick  nach  dem  Modul  2 auf  2 Parallelen  ver- 
teilt, die  im  Laufe  der  Bewegung  eine  Parallelverschiebung 
erleiden.  Nach  dem  früheren  erkennt  man  leicht,  daß  die  Pol- 
bahn und  sämtliche  abgeleiteten  Polbahnen  gemeine  Zykloiden  sind. 

Wann  die  Größen  a , b die  Form  (2)  oder  (14)  haben,  ist 
auseinandergesetzt  worden. 

Da  der  Streckungsfaktor  des  ähnlich  veränderlichen  Systems 
gleich  c sin  (t  -f-  y)  ist,  so  schrumpft  für  t = + mn  — y,  m = 0,  1,2,... 
das  bewegliche  System  zu  einem  Punkt  zusammen.  An  welchen 
4k  Stellen  der  Polbahn  befindet  sich  in  diesen  singulären  Lagen 

der  Pol? 


0 Loria,  Ebene  Kurven,  S.  498. 
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Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (19)  bez.  (20)  finden 
wir  für  n = 0 : 

-d^-  = R^l-^jdaos(dt  + ß)-R(l--^jdcois[(d-2)t  + ß-2Y)] 

bez.  r7~ 

-jj-  ---  jR±  sin  1 — R1  sin  (2 1 + 2 y + A), 

= j Rl  cos  A - 7i)1  cos  (2 1 + 2 7 + A). 

Die  Werte  von  t,  für  welche  die  Polbahn  eine  Spitze  hat, 
erhalten  wir  aus  den  Gleichungen: 

sin  (<5 1 + ß)  = sin  [(<3  — 2)  t -j-  ß — - 2 y], 
cos  (<3 1 + ß)  ==  cos  [(<3  — 2)  t + ß — 2 7] 

bez. 

sin  A = sin  (2 1 fi-  2 7 + A),  cos  A = cos  (2  £ -f-  2 7 + A), 

d.  h. 

<5*  + ß = (d  - 2)  * + 0 — 2y  -f  2mjc 

bez. 

A = 2 £ -{-  2 y -j-  A + 2 m;77. 

In  beiden  Fällen  ergibt  sich: 

m = 0,1,2,.... 

Diesen  Werten  von  t entsprechen  aber  die  singulären  Lagen. 

Bei  allen  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Be- 
wegungen durchläuft  der  Pol  allemal  eine  Spitze  der 
Polbahn,  wenn  das  bewegliche  System  zu  einem  Punkt 
zusammenschrumpft  und  umgekehrt. 

Leicht  erkennt  man  nun  auch  die  Richtigkeit  der  Aussage: 
Alle  Spitzen  der  Polbahn  liegen  auf  dem  Bahn  kr  eis 
bez.  der  Bahngeraden  des  ausgezeichneten  System- 
punktes P0.  Alle  Bahnkurven  gehen  durch  sämtliche 
Spitzen  der  Polbahn. 

Wir  wenden  uns  jetzt  noch  einmal  zu  der  auf  Seite  108/109 
erwähnten  elliptischen  Bewegung.  Diese  Bewegung  fanden  wir, 
indem  wir  <5=  — 2 setzten. 

Um  die  Rechnung  abzukürzen,  wählen  wir  den  Mittelpunkt 
des  Bahnkreises  des  ausgezeichneten  Systempunktes  P0  als 
Anfangspunkt  des  x,  y- Systems,  während  P0  Anfangspunkt  des 
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£,  ^-Systems  sein  soll.  Für  t=0  soll  eine  singuläre  Lage  vorliegen, 
während  die  x,  ^/-Koordinaten  von  P0  für  £=0  sein  sollen: 
x = R , y=  0.  Infolge  dieser  Annahmen  ist: 

A — 0,  B = 0,  m — 0,  m1  = 0,  y — 0,  ß = Ö. 

Als  Gleichungen  der  Polbahn  finden  wir  dann  aus  (19),  wenn 
— gesetzt  wird: 

xp  '==  2 R cos  -p  P cos  (t‘  + n),  yp  = 2 R sin  A R sin  (P  + ^r). 

Sind  rx  und  r2  die  Radien  der  erzeugenden  Kreise,  r3,  a die 
Polarkoordinaten  des  erzeugenden  Punktes  der  zyklischen  Kurve 
im  rollenden  System,  so  ist  nach  dem  früheren: 

rx  = R ; r2  = R : r3  — R,  a = n. 

Die  Polbahn  ist  also  eine  Kardioide. 

Da  wir  gefunden  haben,  daß  der  Mittelpunkt  des  System- 
kreises &,  dessen  jeweilige  Phase  die  Polkurve  ist,  der  aus- 
gezeichnete Systempunkt  P0  ist,  erkennt  man  leicht,  daß  der 
Polkurvenkreis  auf  dem  Innern  der  Polbahnkardioide  abrollt. 
Die  Koordinaten  des  Punktes  P0  sind: 

x = R cos  2 t,  y = — Rsin2t. 

Die  Entfernung  des  Punktes  P0  von  der  Spitze  der  Kardioide 
ist  demnach: 

e = 2P  sin  t. 

2 * 

Der  Radius  — JS  des  genannten  Systemkreises  Je  hat  in  der 
Phase  t den  Wert: 

2 

— R • c sin  t — 2 R sin  t, 

d.  h.:  Der  Polkurvenkreis  geht  in  jeder  Lage  durch  die 
Spitze  der  Polbahnkardioide.  Alle  Bahnkurven  gehen  durch 
die  Spitze  der  Polbahn,  insbesondere  auch  die  Bahngeraden  der 
Punkte  des  Systemkreises  1c,  dessen  jeweilige  Phase  Polkurve  und 
Wendekreis  ist.  Hieraus  folgt:  Der  Wendepol  ist  ein  fester 
Punkt  und  fällt  mit  der  Spitze  der  Polbahn  zusammen. 

Für  /,=  csin(^+y)  zerfällt  die  Kreispunktkurve  in  jedem 
Augenblick  in  eine  zirkulare  Kurve  3.  Ordnung  und  die  unendlich 
ferne  Gerade1).  Bei  unserer  Bewegung  zerfällt  die  Kurve 
3.  Ordnung  weiter  in  den  Wendekreis  und  eine  Gerade,  welch 
letztere  die  Polbahnnormale  sein  muß1). 


9 Hartmann,  Diss.,  S.  42,  43,  49. 
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Die  K reisp unktkurve  zerfällt  bei  unserer  Bewegung 
in  jedem  Augenblick  in  den  Wendekreis,  die  Polbahn- 
normale und  die  unendlich  ferne  Gerade. 

Die  Punkte  des  Systemkreises  le  bewegen  sich  auf  ihren 
Bahngeraden  periodisch  hin  und  her.  Da  die  Bahnen  aller 
Systempunkte,  die  von  dem  ausgezeichneten  Systempunkt  P0 
denselben  Abstand  haben,  kongruent  sind,  wie  wir  früher  gezeigt 
haben,  so  sind  die  Strecken,  auf  denen  sich  die  Punkte  des 
Systemkreises  Je  hin  und  her  bewegen,  gleich  lang.  Ihre  Länge 
ist,  wie  aus  (12)  hervorgeht,  gleich  4 P.  Die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Strecken  liegen  nach  (11)  auf  dem  Kreis: 

x<i  H-  y2  = P2? 

d.  h.:  Die  Mittelpunkte  der  Bahnstrecken  der  Punkte 

des  Systemkreises  Je  liegen  auf  dem  Bahnkreis  des  aus- 
gezeichneten Systempunktes  P0. 

Im  allgemeinen  gibt  es  in  jedem  Augenblick  nur  einen 
Systempunkt  £,  77,  der  eine  Spitze  seiner  Bahn  durchläuft.  Es  ist 
dies  der  mit  dem  Pol  zusammenfallende  Systempunkt.  Dieses 
Resultat  gilt  bei  allen  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Be- 
wegungen auch  für  die  singulären  Lagen,  wie  man  leicht  nachweist. 

Da  in  den  singulären  Lagen  das  veränderliche  System  zu 
einem  Punkt  zusammenschrumpft,  so  sagt  man  vielleicht  besser, 
daß  auch  in  den  singulären  Lagen  , nur  eine  Bahnkurve  eine 
Spitze  hat. 

Für  unsere  spezielle  Bewegung  folgt  jedenfalls,  daß  die  Rück- 
kehrpunkte aller  Bahnstrecken  der  Punkte  des  Systemkreises  Je 
auf  der  Polbahu,  einer  Kardioide,  liegen. 

Ziehe  ich  nun  durch  einen  Punkt  S eines  Kreises  mit  dem 
Radius  P Geraden  und  trage  von  den  anderen  Schnittpunkten 
dieser  Geraden  mit  dem  Kreise  nach  beiden  Seiten  dieser  Geraden 
die  Strecke  2 P ab,  so  kann  ich  stets  den  Kreis  als  Bahnkreis 
des  ausgezeichneten  Systempunktes  P0,  die  Strecken  4P,  die  alle 
durch  S gehen,  als  Bahnen  der  Punkte  des  Systemkreises  Je  einer 
elliptischen  Bewegung  der  soeben  besprochenen  Art  ansehen. 
Dann  bestimmen  aber  die  Endpunkte  der  Strecken  von  der  Länge 
4P,  die  Polbahn,  eine  Kardioide. 

Wir  sind  somit  auf  eigentümliche  Weise  zur  folgenden 
Konstruktion  der  Kardioide  gelangt:  Durch  den  Punkt  S eines 
Kreises  mit  dem  Radius  P zieht  man  gerade  Linien.  Diese 
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schneiden  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  Punkten  M.  Trägt  man 
nun  von  diesen  Punkten  M aus  nach  beiden  Seiten  der  hindurch- 
gehenden Geraden  die  Strecke  MQ^=MQ2  — 2B  ab,  so  sind 
Q1  und  Q2  Punkte  der  Kardioide. 

Durch  diese  bekannte  Konstruktion  wird  die  Kardioide 
definiert,  wenn  sie  als  Spezialfall  der  Kreiskonchoide  aufgefaßt 
wird1).  (Vergl.  Tafel  II,  Fig.  1.) 

Wir  schließen  mit  einer  Bemerkung  über  den  Streckungsfaktor: 


f(t)  = c±  cosec  (t  + y±). 

In  diesem  Falle  hat  F^)  — die  Gestalt: 
Fit^  = c sin  (t±  4-  y). 

Bei  der  Bewegung: 


£ ==  a±  + Ftfi)  (x  cos  tL  — y sin  tj,  rj  = b1Jr  (%  sin  tx-\-y  cos 
F(tx)  = c sin  (tx  + y) 

lassen  sich  dieselben  Betrachtungen  durchführen,  die  in  diesem 
Paragraphen  angestellt  worden  sind.  Da  wir  nun  die  umgekehrte 
Bewegung  erhalten,  indem  wir  am  Schluß  der  Rechnung  die 
Transformation  vornehmen: 


ft  =f/X<)>  Vt—nftf), 

so  erkennen  wir,  daß  die  Ergebnisse,  die  wir  in  diesem  Para- 
graphen für  die  direkte  Bewegung  gefunden  haben,  für  den 
Streckuugsfaktor  f(t)  = cx  cosec  (£  + y±)  in  ähnlicherWeise  für 
die  indirekte  Bewegung  gelten. 

x)  Loria,  Ebene  Kurven,  S.  136,  137,  142. 
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Tafel  I. 
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stellen  die  Polkurve 


123 


CA 

cd 


4g  ^ 

-fl  © 

H « 

° a 
© © 

1 -4-3 

"o  •” 
Ph  „ 

fl 

f-i 

© 

© 

sind 

fl 

© 

-*4S 

© 

:cd  nfl 

o 

ö 

4-> 

1 o 

bß  ^ 
k» 

Ü* 

m 

© 

ifl  © 

3 

M 

a 

d:  o 
© 

'Ö 

ö 

’© 

'S 

bß 

_© 

© M M 

* g 

M & ® 
© 

© ^ ^ 

5 ® 5 

© ^ 

§ ® Ö 

© 2 ^ 

pg 

^ .2  w 

.2  © 

*H  N ” 

^ &>  00 
bß  p © 
*r“1  Cd  rd 

[xj  cd 


S3  N 


© © 

C Ö M 

’©  '©  5 

S B 

© © a 
tuo  bß  fl 

p_, 

© © ^ 


P=J  ^ cd 


KJ 


Q Q 


© © 

bß  Ü 
| :cs 

‘©  "© 

£ 2 

.®  ^ 
-1— » © 


ö jg 

i 

q 2 m 

II  P^  W 


O .2  -S  © © 

II  ^ ^ .2  ' t> 

II  © u 

-u  -+->  *_i  fl 

.2  .2  ^ 


r«S> 


GQ 


Op 


cd 

PP 

.©> 

^3 


w 


af 

•|  & 

Tfl  ^ 

a .& 

I— I pq 


© 

-fi 

CQ 

© 

'd 


fl  'd 


Os 


£ 

© 

bß 


tS 

und 

'$ 

fl 

© 

u 

fl 

bß 

fl 

© 

i-4 

a 

bß 

fl 

fl= 

Os 

fl 

fl 

K 

cd 

PP 

© 

-4.3 

-d 

fl 

A4 

’© 

© 

c 

N 

rd 

.© 

fl 

© 

*© 

'S 

Ps 

CP 

fl2 

S *£ 

r^j  O 

PU 

W CQ 

S 


GO 

fl 

© 

© 


<N 

_bf) 

s 


Fig.  1.  Die  Kardioide  p ist  die  Polbahn,  c 
der  Bahnkreis  des  ausgezeichneten  Systempunktes 
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Fig.  2.  Die  Strecke  St  S2  ist  die  Polbahn.  S1  und  S2  sind  die 
Rückkehrpunkte  derselben;  durch  ^ und  #2  gehen  sämtliche  Bahnkurven. 
c{)  ist  der  Bahnkreis  des  ausgezeichneten  Systempunktes.  Die  Kardioide  c± 
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Der  Drehsinn  des  beweglichen  Systems  ist  wieder  positiv 


Die  Anregung  zu  dieser  Arbeit  erhielt  ich  von  Herrn  Geh. 
Hofrat  Prof.  Dr.  M.  Krause.  Hierfür,  sowie  für  die  mir  gütigst 
erteilten  Ratschläge  bei  Abfassung  derselben,  sage  ich  Herrn 
Geheimrat  Krause  meinen  herzlichsten  Dank. 

Herrn  Prof.  Dr.  W.  Ludwig  bin  ich  wegen  der  gütigen  Über- 
nahme des  Korreferates  zu  großem  Danke  verpflichtet. 


Lebenslauf. 


Ich,  Alexander  Carl,  wurde  geboren  am  6.  Juni  1888  zu 
Chemnitz  als  Sohn  des  Kaufmanns  Oscar  Carl.  Nach  vier- 
jährigem Besuch  der  höheren  Knabenschule  meiner  Vaterstadt 
trat  ich  Ostern  1898  in  das  Realgymnasium  daselbst  ein,  welches 
ich  Ostern  1907  nach  abgelegter  Reifeprüfung  verließ.  Ich  wandte 
mich  nun  dem  Studium  der  reinen  und  angewandten  Mathematik 
und  Physik  zu.  Ich  studierte  drei  Semester  an  der  Universität 
Jena,  zwei  Semester  an  der  Universität  München  — in  München 
besuchte  ich  auch  Vorlesungen  an  der  Technischen  Hochschule  — 
und  fünf  Semester  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden. 
Auf  Grund  einer  im  mathematischen  Seminar  des  Herrn  Geh. 
Hofrat  Prof.  Dr.  M.  Krause  angefertigten  Abhandlung  „Uber 
höhere  Rückkehr-  und  Wendepole“  und  der  am  24.  Juni  1911 
bestandenen  mündlichen  Promotionsprüfung  wurde  ich  von  der 
Universität  Jena  zum  Dr.  phil.  promoviert.  Am  24.  Februar  1912 
legte  ich  an  der  Technischen  Hochschule  Dresden  die  Prüfung 
für  das  höhere  Lehramt  ab.  Den  Vorbereitungsdienst  leistete  ich 
von  Ostern  1912  bis  Ostern  1913  an  der  Oberrealschule  zu 
Chemnitz  und  dem  Gymnasium  zu  Freiberg  ab.  Von  Ostern  1913 
bis  dahin  1914  war  ich,  abgesehen  von  einer  sechswöchigen  Ver- 
tretung am  Realgymnasium  mit  Realschule  in  Meißen,  am  Real- 
gymnasium zu  Chemnitz  tätig.  Seit  Ostern  1914  bin  ich  Ober- 
lehrer an  der  städtischen  zehnstufigen  höheren  Mädchenschule  zu 
Neubrandenburg.  Auf  Grund  vorliegender  Abhandlung  und  der 
bestandenen  mündlichen  Promotionsprüfung  wurde  ich  am 
2.  Mai  1914  von  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden  zum 
Dr.  rer.  techn.  promoviert. 
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